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1 Mathematische Grundlagen

1.1 Einleitung

Fur die numerische Integration in einer Dimension (univigrlategration) sind schon vor meh-
reren Jahrhunderten Verfahren wie etwa die Rechteck-, $imusler Gauss-Regel entwickelt
worden. Ein kleinetUberblick findet sich in [Tel02]. Multivariate Integraleeten in vielen
Anwendungsgebieten wie beispielsweise in der Wahrsdhbkditstheorie, in der statistischen
Mechanik, in der Quantenphysik oder der Finanzmathematik la der Regel knnen die-
se Integrale nicht analytisch gst werden, sonderniimsen mit Hilfe numerischer Methoden
berechnet werden. In der Praxis sind der Berechnung hochdioraler Integrale mit Hilfe
klassischer Integrationsverfahren oft Grenzen gesetztied Rechenaufwand exponentiell mit
der Dimension des Problems ansteigt. Daher spricht maresedi Zusammenhang auch vom
Fluch der DimensionAuch klassische adaptive numerische Integrationsvesfakbnnen den
Fluch der Dimension nicht prinzipiell brechen.

Erst nach der Entwicklung der Computer konnten nennenswertschritte erzielt werden. Es
wurden Verfahren entwickelt, deren Aufwand zuydung hochdimensionaler Integrationspro-
bleme, d.h., deren Konvergenzordnung, von der Dimensibeziaunabéngig ist. Allerdings
ist bei manchen dieser Verfahren wie etwa bei Monte-Carlthiblden die Konvergenzrate ge-
ring (kleiner als 1), so dass zur Erreichung hoher Genaiugkeviederum sehr hoher Rechen-
aufwand arllt.

Einen nbglichen Ausweg aus diesem Dilemma zeigen geschickt kaeste Gitterpunkt-Inte-
grationsformeln, mit denen sich die Mathematiker bereatsund 50 Jahren besafiigt haben.

In diesem Beitrag zum Mathematischen Praktikum sollen (pithekt-Integrationsformeln zur
numerischen Behandlung mehrdimensionaler Integi@henuntersucht werden. Die Ausarbei-
tung basiert auf dem Text vdtberhuber Jbe01] und sitzt sich daiiberhinaus wesentlich auf
das Buch von Sloan und Joe [SJ94].

1.2 Numerische multivariate Integration

Ohne Bescliankung der Allgemeinheit soll im folgenden von Problemesgegangen werden,
die alss-dimensionales Integralber dem Einheitsiufel C* = [0, 1]° ausgedickt werden
konnen:

If = CSf<X)dX:/0 /0 f(z1,... xs)dxy - - dag Q)

In der Praxis kann diese Bedingung durch vergleichsweidadie lineare Transformationen
der Integrationsvariablen éift werden.

In der Regel ist der Integrangd stetig bis auf mgliche Singularéten an isolierten Punkten
oder auf niedrig-dimensionalenddhen. Numerische Integrationsformeln, die auf der Auswer
tung des Integranden an bestimmten Punkten basieren, sisd niemlich ineffektiv in der
Behandlung von Singulaéten, die im Inneren des Integrationsgebiets liegen. Dablite,
wenn noglich, die Lage und Art der Singulaaiten vorab bestimmt werden, um sie entweder
durch geeignete Transformationen zu beseitigen oder auRded des Integrationsgebiets zu
verlegen oder das Integrationsgebiet in geeignete Tedtgebu zerlegen.



Fur eindimensionale Integrale
1
If :/ f(z)dx
0

gibt es eine Vielzahl von Integrationsformeln der Form
N—-1
Qf = ijf(xj)a
j=0

die sich durch die Wahl der @zstellenzy, ..., zy_1 und der Gewichtey, ..., wy_1 unter-
scheiden. Irdhnlicher Weise kann eigtdimensionales Integral durch eine Integrationsformel
der Form

N-1
Qf =) wif(x) 2)
§=0
ange@dhert werden, wobe, . . ., X,y_; ausC* sind. Die AnzahlN wird Ordnungder Integra-

tionsregel genannt.

Der naheliegendste Ansaizrfdie Anraherung des-dimensionalen Integrals (1) ist, wiederholt
fur jede Dimension eine eindimensionale Integrationsrageliwenden. Daraus ergibt sich die
Produktregel

n—1 n—1
Qf:Z"'Zwﬁ”'szf<xj17""xjs)' 3)

Js=0 Jj1=0
Produktregeln sind im Prinzip einfach anzuwenden und deghationsfehlerdsst sich auf der
Basis der Fehleranalysérfdie zugrundeliegende eindimensionale Integratiortnegcht gut
absclatzen. far hohe Dimensionen ist die sich ergebende Ordnuig = n° allerdings nicht
mehr mit vertretbarem Aufwand handhabbadir Eine eindimensionale Regel mit= 10 und
eine Dimensions = 20 folgt beispielsweise schaN = 10%.

Vielfach werden numerische Integrationsregeln derarskaorert, dass sie bestimmte Klassen
von Funktionen exakt integrieren. So integriert z.B. diedammensionale Gauss-Regel mit
Stiitzstellen algebraische Polynome vom G2ad- 1 exakt. Entsprechend gibt es eindimensio-
nale Integrationsregeln, die es erlauben, trigonométeistolynome bestimmten Grades exakt
zu integrieren. Durch mehrfache Anwendung entsprechendPa&luktregel (3) &nnen da-
durch multivariate Integrale berechnet werden. Wie b&maProduktregeln steigt jedoch der
Rechenaufwand exponentiell mit der Dimension

Um den Fluch der Dimension zu brechen, wurde die klassischrt®d4Carlo-Methode ent-
wickelt [MU49, HH64], in der die Punktg,, ..., x, zufallig ausC* gewahlt werden und dann
das Integral (1) durch

L
QNf:N;f(Xj)

angem@hert wird. Die - von der Dimension ungdntigige - Konvergenz ist durch den zentralen
Grenzwertsatz mehr oder weniger garantiert und der Iniegsiehler kann durch

o(f
o(f) @)
VN
abgeschtzt werden, wobei einedherung iir o als Wurzel aus der Varianz leicht mit Hilfe der
Formel

o(f)? = Qnf*— (@Qnf)



gewonnen werden kann. Nachteilig bei dieser Methode idteisendere, dass dieli@ des
Verfahrens sehr stark von deri@ der verwendeten Zufallszahlen abigt. In der Regel ist
die Konvergenzrate sehr schlecht: wie Formel (4) zeigt,sisum den Faktorl00 erhbht
werden, um die Genauigkeit um eine Dezimale zwhen. Daiiberhinaus machen statistische
Schwankungen die Methode ungeeigrigtdie Untersuchung von Integralen mit kontinuierlich
variierenden Parametern.

Bei den Quasi-Monte-Carlo-Methoden, dilsflich untersucht in [Nie92], versucht man, mit
Hilfe deterministisch konstruierter Zahlenfolgen didit3stellen derart zu bestimmen, dass
sich eine bessere Konvergenz als bei der klassischen Mzarte-Methode ergibt. Auch die
Gitterpunkt-Formeln gebdren zur Klasse der Quasi-Monte-Carlo-Methoden.

Schlief3lich sollen hier noch die adaptiven Methodenamt werden, die in der Regel auf
Integrationsformeln zur Absé@tzung des Integrals auf Teilregionen des Integrationstgeb
einer Methode zur Absétzung des Integrationsfehlers, einem Fehlertolerarezkrm und
einer Verfeinerungsstrategie basieren. Optimi@rt bestimmte Problemstellungen entstehen
laufend neue Verfahren in dieser Methodenkategorie, wia elie von Gerstner und Griebel
[GG98, GGO3] entwickelten Onngitterverfahren belegen.

Zur Veranschaulichung werdeiirfdie genannten Methodenkategorien in Abbildung 1 exem-
plarische Sitzstellenmengen dargestellt.

%o

Y

(a) Monte-Carlo (b) Quasi-Monte-Carlo (c) Gitterpunkt-Formel (d) Dunngitter

Abbildung 1: Beispieleiir Stitzstellenmengen verschiedener Integrationsmethoden

1.3 Gitterpunkt-Formeln

Univariate Integrationsformelndnnen nicht ohne weiteres auf den multivariaten Fall verall
gemeinert werden. Es zeigt sich jedoch, dassdie Klasse der in jeder Komponente eins-
periodischen Funktionen eine Verallgemeinerung der miedsionalen Rechteckregel konstru-
lert werden kann. & den Integrandeyi muss in diesem Fall

fX)=f(x+2) Vz € Z° undVvx € R?

gelten bzw.f muss sich auf3erhalb des Integrationsgeliiétgzu einem eins-periodischen Inte-
granden fortsetzen lassen.

Bekanntlich lautet die eindimensionale Rechteck-Regel
1 n—1 ]
R,.f=— =
f== ; f (n)
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Da der Integrand’ als eins-periodisch vorausgesetzt wird, handelt es sioalggenommen
sogar um die Trapez-Regel

1 = 50+ 2 37 (2) + 550

n
7j=1

Die Rechteck-Regeékst sich auf unterschiedliche Weise abifiare Dimensionen verallgemei-
nern. Naiv lbnnte man sie etwa schreiben als

Rnf:niZZf(%%) (5)

Js=0 js=0

Allerdings hat diese Formel die Ordnuag= »* und ist damit &ir hbhere Dimensionen ineffi-
zient.

Eine interessantere Verallgemeinerung istMethode der guten Gitterpunkigdie von den Zah-
lentheoretikern Korobov [Kor59] und Hlawka [HIa62] entke@dt wurde. Die Integrationsformel

lautet in diesem Fall N
I
Qr=y L (47) ©

wobei N die Anzahl der Sitzstellen undz ein sorgéltig gewahlter Vektor mit ganzzahligen
Komponenten ist. Es wird dabei vorausgesetzt, dass die Koergen vorz und N keinen ge-
meinsamen Teiler 1 besitzen. Dadurch ist gékrleistet, dass all&/ Abszissen verschieden
sind. Wegen der vorausgesetzten Periodiaion f spielt es keine Rolle, dass einige Punkte
jz/N aul3erhalb des Einheitsifels C* liegen kdnnen, da der ganzzahlige Anteil einfach ab-
gezogen werden kann. Da die OrdnuNgicht von der Dimension abhangt, ergibt sich eine
wesentlich effizientere Formel.

Ganz allgemein versteht man unter einer Gitterpunkt-Fbeime multivariate Integrationsfor-
mel (2) mit gleichen Gewichten; = % fur0 < j < N undx; aus einenintegrationsgitterL
furo < j < N:

Qf = — Z F(x)) (7)

Unter einem Integrationsgittdr versteht man eine diskrete Teilmenge @&#smit folgenden
Eigenschaften:

1. Wennz; undzx, zu L geldren, dann gatren auche; + zo undxz; — 25 zU L,
2. L enthalt s linear unabhAngige Punkte,

3. 0 ist ein isolierter Punkt vori, d.h., es gibt eine Umgebung vonderen Durchschnitt
mit L nur 0 entralt und

4. esqiltz® C L.
Aus diesen Eigenschaften folgt, dass jedes Giiteine diskrete additive Untergruppe des

bildet.

Fir die Abszissenmengé&(L) := {Xo, ... Xy_1 } einer Gitterpunkt-Formel gild(L) = LNC".
Wegen0 € List A(L) # 0.



Abbildung| 2 zeigt ein Integrationsgitter if®?, das manir N = 18 undz = (1,5)7 aus der
Methode der guten Gitterpunkte @th Die schwarzen Punkte markieren die Abszissenmenge
A(L).
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Abbildung 2: Integrationsgitter irfR?

Fur die praktische Anwendung von Gitterpunkt-Formeln irgrationsprogrammen ist die Dar-
stellung int-Zyklus-Formmitzlich. Jede Gitterpunkt-Formeddst sich als mehrfache Summe der

Form , )
t— ne— ,]t
e SR (L2t 22 ®

Jje=0 ¢

wobeiz,, ...z, € Z° ganzzahlige Vektoren sind. Wenn man sich auf die Speiclgedant
ganzen Zahlemy,...n;, € N und dert ganzzahligen Vektorem,, ...z, € Z° beschéankt,
lassen sich Gitterpunkt-Formeln sehr speichereffizierstdben.

Gitterpunkt-Formeln lassen sich nun danach klassifiziesefcher minimale Wert von bero-
tigt wird, um die Gitterpunkt-Formel in der Form (8) darzltn. Der Wert vont wird Rang
der Gitterpunkt-Formel genannt. Es ist leicht einzuseldesst alle Werte zwischen und s
annehmen kann. Die Produkt-Rechteck-Regel (5) ist ein Beifjmieine Gitterpunkt-Formel
mit maximalem Rang, wahrend die Methode der guten Gitterpunkte (6) offensichttien
Rangl hat.

In der Praxis kann es gelegentlichtalich sein, die Integrationspunkte einer Gitterpunétfel
zu verschieben, z.B., um zu géiwleisten, dass keine Integrationspunkte auf dem Randhdes |
tegrationsgebietes liegeniiHedesc € R* erhalt man so eineersetzte Gitterpunkt-Formel

1 N—
Quf =+ Z F({x; +¢c}) ©)

7=0

Hierbei bedeutefx} = x — z € C*, wobeiz ein geeigneter ganzzahliger Vektor ist.



1.4 Fehlerabscltzung fir Gitterpunkt-Formeln

Um beurteilen zu &nnen, welches Integrationsgitter also welche AbszissenmengéL), in
einer Gitterpunkt-Formel sinnvollerweise verwendet veerdollte, ist es erforderlich, den Feh-
ler der Gitterpunkt-Formel abzusatzen. Nur sodsst sich feststellen, welches Integrationsgitter
besser als ein anderes ist.

Wenn der Integrand hinreichend glatt ist, kann man ihn in seine Fourier-Reiltevekeln:

)= 3" f(hyem

heZs

wobeih - x das Skalarprodukt ifR* bezeichnet und
f(h) z/ e 2™ f(x)dx, heZ*

Wendet man die Gitterpunkt-Formel (7) Terim fTerm auf die Fourier-Reihe vghan, so erhlt

man .
Qf =) [(h@e™™

heZs

Es bleibt nun noch zu kren, welchen Effekt) auf 2™ fir alleh € Z° hat. Mit Hilfe
des zu@ dualen Gittersgibt es darauf eine einfache Antwort. Das duale Giftérzu einem
Integrationsgittel. ist definiert als die Menge

L*={heR’lh-xcZ VxeclL}

Ein Beispiel fir ein duales Gitter wird in Abbildung 3 dargestellit.

10

-10
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Abbildung 3: Duales Gittef.* zum Integrationsgittef. in Abbildung 2

Es gilt nun folgende Aussagarfalleh € Z°:

Qe — 1 fallshe L+
0 sonst



Ein Beweis findet sich u.a. in auf Seite 26 in [SJ94].

Der Integrationsfehler einer Gitterpunkt-Formel (@4t sich wegeiif = f(0) nun recht ein-
fach beschreiben: )
Qf —1f= > f(h (10)

heL+\0

Fur versetzte Gitterpunkt-Formeln (9) ist der Integratfehter

Qf —If= Y ™" °f(h)

heL1\0

Damit der Verfahrensfehlgp f — I f moglichst klein wird, muss) so konstruiert werden, dass
moglichst viele Basisfunktionegt™"*, deren Fourier-Koeffizienf(h) ,,groRR” ist, auf Null ab-
gebildet werden. \&hrend es im eindimensionalen Falbgiich ist, in dieser Hinsicht optimale
Integrationsformeln zu bestimmenpBt man im mehrdimensionalen Fall auf Schwierigkei-
ten, da das Abklingen mehrdimensionaler Fourier-Koeffitaa ein wesentlich komplizierter zu
charakterisierendes Verhalten aufweist. Bis heute isediBsoblem noch nicht allgemeiilgg
gelost worden.

1.5 Kiriterien f Ur die Gite von Integrationsgittern

Im folgenden soll fir Gitterpunkt-Formeln, die nach der Methode der gutere@itinkte kon-
struiert wurden, die also die Form (6) aufweisen, untersuarden, auf welche Weise zur
Bestimmung der Abszissenmengél) ein Vektorz, der in gewissem Sinne ,,gut” ist, gatlt
werden kann. Das Gitter muss so konstruiert werden, dasstegrationsfehler (10) ,,dglichst
klein” ist. Damit ein Gitter @ir eine ganze Klasse von Integranden geeignet igssen die
Fourier-Koeffizienten des Integranden ein - zumindest déf3&nordnung nach - einheitliches
Abklingverhalten zeigen.

Fur ¢ > 0 und ein festesyx > 1 sei £%(c) die Klasse der Funktioneri, deren Fourier-
Koeffizienten der Ungleichung

C

T )" (11)

f(h) <
geriigen, wobeh = max(1, |h|) ist. Die FunktionerdiumeE< (c) bezeichnet man aksorobov-
Raume

Das Abklingverhalten der Fourier-Koeffizienten einer Rimk hangt mit der Glattheit der
Funktion zusammen£¢(c) ist also eine Klasse von Funktionen mit einer gewissen Kaditt
Das folgende Ergebnis, das von Zaremba bewiesen wurdertleshe hinreichende Bedingung
dafur, dass eine Funktion Element vaif (c) ist, wenna > 1 eine ganze Zahl ist:

Fallsa > 1 eine ganze Zahl ist unfl eine eins-periodische Funktion aRf, deren
partielle Ableitungen

aq1+"'+QSf

axtfl_“axgsv 0<¢g <a—-1 1<Ek<s

existieren und stetig auf* sind, dann existiert ein > 0, so das§ € E%(c) gilt.



Fur Funktionenf € E¢(c) gibt es nun eine einfache Schranke den Integrationsfehler. Es gilt

Q(z,N)f —1f|<c Z AL

heL1\0

(12)

Sei nunf, mit « > 1 definiert als

hezs

dann gilt f, € E%(1) und [f, = 1. Die Funktion ist die schlimmstdgliche Funktion der
KlasseE? (1), denn fir diese Funktion trittin der Ungleichung (12) Gleichhéit. &Nun definiert

man
1

Pa(z,N) = Pa(Q(z, N)) = ) (il ho)"

heL1\0

Damit kann die Ungleichung (12)if Funktionenf € E%(c) geschrieben werden als
|Q(z, N)f — If| < cPa(z,N) (13)

wobei Gleichheitir f = cf,, gilt.

P,(z, N) kann als Kriterium @ir die Gite eines Gitters herangezogen werden. In der prakti-
schen Anwendung wir@, (z, V) als Integrationsfehler der Funktigip berechnet. Nach obigen
Ausfuhrungen gilt:

Po(z,N) = Q(z,N)fa — L,

wobei sich die Funktiory,, als Produkt von Funktionen einer einzigen Variablen aiuskden
lasst:

fa(X) = HFa(xk)

mit
> e?mh:c eth:E
Fuo) =S S“— =1+

Normalerweise wirdx als gerade ganze Zahl gahlt, da in diesem FalF,, mit Hilfe von
Bernoulli-Polynomen ausgeatkt werden kann:

(27)*Ba(z)
o

N]l)

Fa(x) =1- <_1)
Fur die ersten drei geraden ganzzahligen Werte«wengibt sich explizit

1
Fyz) = 1+27*(2* -z + )

6
71_4
Fy(z) = 1—|—4—5(1—3Ox2(1—x)2)
27° 2 4 5 6
Fy(z) = 1+%(1—21x +1052* — 1262° + 422°)

Es kann gezeigt werden, dass siEfz) fur « — oo der FunktionF, () — 1 + 2cos2nrz
anrahert. In Abbildung 4 werden die Graphen véw ), Fy(z), Fs(z) und F,—.(z) darge-
stellt. Offensichtlich ist bereité;(x) eine sehr gute Bherung iir die Grenzfunktion.
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Abbildung 4: Fy(z), Fy(z), Fs(x) und Fi. (z) auf0, 1]

In Satz 12.4.6 inJbe01] wird ein weiteres fundamentales, von Niederreitvibsenes Kon-
vergenzresultat angegeben:

Zu beliebig vorgegebenem > 1 und Dimensions > 2 existiert fur jede ZahlN
eine N-punktige Gitterpunkt-Forme) y, so dass

(log N)e(s)

Pa(Qn) < ds,0) =2 (14)

gilt, wobeic undd nur vons unda, nicht aber vonV abkangen.

Daraus asst sich ableiten, dass &8 fede Dimensiors eine Folge von Gitterpunkt-Formeln
{Qn} gibt, fur die das asymptotische Verhalten des Integrationsfedierch

(log N)*
Na

|QNf—If|:O( ) fur N — oo
Wegen(log N)¢ = O(N?*) fur N — oo ist die Konvergenzordnung der Gitterpunkt-Formeln
daher — zumindest theoretisch — nicht vétach der Dimensioibetroffen.

1.6 ,Gute’ Gitterpunkt-Formeln vom Rang 1

Fur Gitterpunkt-Formeln vom Rangnannte Korobov die Komponenten eines Vektopti-
male Koeffizienterwenn fir Funktionenf € E?(c) die Ungleichung| (13) edfit wird, wobei
fur P,(z, N) die Ungleichung (14) gilt. Eine Gitterpunkt-Formel solohByps bezeichnet man
mit Methode der guten GitterpunktBer erste Beweidir die Existenz guter Gitterpunkte wur-
de von Korobov fir den Fall, das®V eine Primzahl ist, géihrt.

Fur einen festen Wert von > 1 und gegebene Werte val und s kann man per Computer
einen Vektorz finden, derP,(z, N) minimiert. Aufgrund der Form einer Gitterpunkt-Formel
gerigt es, wenn dabei jede Komponente \wdie Werte vonl bis N durchhuft. Insgesamt

10



mussen alsoéchstensV® Moglichkeiten tir die Wahl vonz auf Optimalitt Uberpiift werden.
Fur grof3e Werte voV und s ist allerdings der Aufwand daf unvertretbar hoch. Aus diesem
Grund wird die Suche nach dem Optimum auf Vektozexiner bestimmten Form besémkt.
Die heute gel#tuchlichste Form ist digorobov-Form

z(0) = (1,£,* mod N,...,** mod N), 1<{<N (15)

Bei dieser Wahl voiz miissen zur Bestimmung des Optimums AU+ 1 verschiedene Rdglich-
keiten untersucht werden. Unter Beksichtigung der Symmetrié,, (z) = F,(1 — z) fur
z € [0,1] kann der Aufwand sogar noch halbiert werden, indem die Sdekeptimalerz(¢)
aufl < ¢ < | 5| eingeschiinkt wird. In gleicher Weise kann eine volisidige Suche um etwa
den Faktor2® reduziert werden, indem jede Komponente aus dem Intebvall z, < ||

gewahlt wird.

Die Korobov-Formist sowohl aus theoretischen als auch aus praktischeadgumgen eine gute
Wahl. Auch wenn die theoretischen Ergebnisse nurden Fall, dassV eine Primzahl ist,
gelten, haben Praxistests gezeigt, dass diese Form @aubbklfebige/N gut funktioniert.

Da selbst bei Verwendung von Generierungsvektorerkdesbov-Formder Aufwand zur Be-
stimmung optimaler Generierungsvektoren von der Ordrtdayy?) ist, ist es recht ineffizient,
die Generierungsvektoren stets aufs Neue zu berechneer Bainden im Laufe der Jahrarf
die unterschiedlichsten Konstellationen Tabellenwerkegoten Gitterpunkt-Formeln erstellt.
So finden sich etwa in [CLO1] und [CGO03] gute Gitterpunkt-Fadmma 3 bis 6 Dimensionen.
Ein Konstruktionsverfahreriif Gitterpunkt-Formeln mit Millionen von Punkten findet Isim
[DKO3]. Auf verschiedenen Wegen wird versucht, die Bestimmguter Gitterpunkt-Formeln
zu parallelisieren, wie etwa durch den Einsatz der Softwar# (Parallel Virtual Machine)
[LZF94] oder sogar durch verteilte Berechnung im Intern&i(®8].

1.7 Nicht-periodische Integranden

In den vorangehenden Augfrungen wurde der Integrarfdstets als stetig, tglichst glatt und
eins-periodisch in jeder Komponente vorausgesetzt. Imrevaheben eiillen die Integran-
denfunktionen in den seltensteilien alle diese Eigenschaften. Daher ist in der Regel eine
vorbereitende Transformation erforderlich, um den Iraegen periodisch zu machen.

Zunachst soll der eindimensionale Fall betrachtet werden.déeman eine nichtlineare Trans-
formation der Formx = ¢(¢) an, wobeip das Intervall0, 1] auf sich selbst abbildet, so ergibt
sich fur das Integral einer ifo, 1] stetigen Funktiory:

U:Afmwzlfwmwwt

Im s-dimensionalen Fall wird die Transformatigreinfach auf jede Komponente angewendet.
Damit ergibt sich mik = (z1,...,z,) undt = (¢4, ..., ts)

U:AmeWMW:Afwmwwwwwm“W@m

Es stellt sich nun die Frage, wie die Transformattogewahlt werden sollte. Fordert man z.B.
¢'(0) = ¢'(1) = 0, so verschwindet der Integranidrfo bzw. 1 in jeder Komponente und hat
damit eine stetige periodische Fortsetzung. Das einfadPstynom mit dieser Eigenschaitrf
0<t<list

o(t) = 3t* — 2* (16)

11



mit der Ableitung
¢'(t) = 6t(1 — 1)

Mochte man eine glattere periodische Fortsetzung erreicdoemuss man zaszlich ¢”(0) =
¢"(1) = 0 fordern. Das einfachste Polynom mit dieser Eigenscliaft i< ¢ < 1 ist

P(t) = t*(10 — 15t + 6t°) (17)
mit der Ableitung
¢ (t) = 30t*(1 — t)?

Fur hinreichend glatte Funktionghkann man ohne weiteres Transformatiogdmheren Gra-
des finden, bei denen weitere Ableitungen an dandern die Bedingung'k)(0) = ¢'k)(1) =
0 erfullen.

Eine weitere Klasse von Transformationen hat statt polyakem trigonometrischen Charakter.
Die einfachste dieser Art hat die Gestalt

o(t) =t — 2i sin 27t (18)

™

mit der Ableitung
@' (t) =1 — cos 2mt

Transformationen dieser Art sind deshalb besonders sdarg, weil ihre Ableitungen’(t),
die ja einen wesentlichen Teil des Integranden ausmachganometrische Polynome sind,
die von Gitterpunkt-Formeln besonders gut integriert ward
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2 Programmbeschreibung

Zur Untersuchung von Gitterpunkt-Integrationsformelndie numerische Integration multiva-
riater Integrale wurden Module in der Programmierspratdnea unter Verwendung deSun
Java Developer Kits Version 1.4eénhtwickelt. Besonderer Wert wurde dabei darauf gelegt,
dass einerseits die numerischen Eigenschaften analy&eden konnten, andererseits das Pro-
grammpaket aber auchirfden praktischen Einsatz einfach anzuwenden ist. In deinfolgen-
den Abschnitten werden die allgemeinen Eigenschaftenrdegrationsframeworks sowie die
implementierten Verfahren und die Struktur der Java-Rgekand -Klassen beschrieben.

2.1 Integrationsframework

Fur die numerische Integration ein- oder mehrdimensioriategranden wird ein Rahmen be-
reitgestellt, in den unterschiedlichste Integrationflmen eingebunden werderdrnen. Es
werden einheitliche Schnittstellearfdie Steuerung der Integrationsverfahren sowie die Bereit
stellung von Integrandenfunktionen definiert. Ein Intéigiresverfahren berechnet dabei suk-
zessive Nherungswertelf das gesuchte Integral. Als Basisfunktioralitvird die Vorgabe
undUberwachung verschiedener Terminierungskriterien gesiellt. Folgende Kriterien sind
derzeit vertigbar:

Absolute Toleranz Unterschreitet die absolute Differenz zweier aufeinafuligender Inte-
gralwerte die vorgegebene absolute Toleranz, wird dasierh beendet und der zuletzt
berechnete Integralwert als Ergebnis bereitgestellts@&ieKriterium ist standardaiig
deaktiviert. Durch Setzen eines Werte$) wird das Kriterium aktiviert.

Relative Toleranz Sobald die relative Abweichung des zuletzt berechnetegtatswerts vom
vorherigen geringer als die vorgegebene relative Toleistnzvird das Verfahren been-
det und der zuletzt berechnete Integralwert als Ergebmethestellt. Dieses Kriterium
ist standardraBig aktiviert, wobei die relative Toleranz mid—° vorgegeben ist. Durch
Setzen eines Wertes 0 kann das Kriterium deaktiviert werden.

Anzahl Integrandenauswertungen Mit Hilfe dieses Kriteriums kann die Gesamtanzahl der
Integrandenauswertungen begrenzt werden. Das Verfahrdrbeendet, sobald die vor-
gegebene Anzahlberschritten wurde. Standardfig ist dieses Kriterium deaktiviert.
Durch Setzen eines Wertes(0 wird das Kriterium aktiviert.

Rechenzeit Mit Hilfe dieses Kriteriums kann die Rechenzeit des Verfalsrbegrenzt werden.
Das Verfahren wird beendet, sobald die Rechenzeit die velzpwe Zeitdaudrberschrit-
ten hat.

Mindestens eine der Terminierungsbedingungen muss spedifiverden, aber es ist auch
maoglich, mehrere vorzugeben. Das Verfahren wird beendbgldanindestens eines der Krite-
rien erfllt wird.

Als Ergebnis liefert ein Integrationsverfahren diali¢rung des Integralwertes, eine Aliszioing
des Integrationsfehlers (soweitiglich), die Anzahl bedtigter Integrandenauswertungen, die
berbtigte Rechenzeit sowie eine Information idlaer, welches Terminierungskriterium zur Be-
endigung des Verfahrens ggirt hat.
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2.2 Implementierte Verfahren

Zwar lag der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit auf Guigkt-Formeln nach déviethode
der guten Gitterpunktgedoch wurden zur besseren Eindtzung der Ergebnisse zwei weitere
Verfahren implementiert. Folgende Verfahren stehen damiérstellten Programmpaket zur
Verfagung:

Methode der guten Gitterpunkte Mit Hilfe eines vorgegebenen Gittergenerierungsvekors
wird eine Naherung des Integrals nach der Formel

1 N—-1 ]
Qf = N;f (NZ)

berechnet. Das Verfahren kann mit einer Periodisierumdisiion parametrisiert werden,
die auf den Integranden angewendet wirdr Richt-periodische Integrandeasist sich
dadurch vielfach ein besseres Integrationsergebnisienzie

Eingebettete Gitterpunkt-Formel Unter einer eingebetteten Gitterpunkt-Formel versteht ma
eine Folge von Gitterpunkt-Formeln der Form

1 & & (5 (k... k,0,...,0)
Qrfznrmz---ZZf(EZJr n )

kr=0  ki1=0 j=0

fur0 < r < s wobein undm relativ prim sind undz ein ganzzahliger Vektor, dessen
Komponenten relativ prim ztn sind. Dabel ist), eine Gitterpunkt-Formel vom Rang
mit m Punkten undy,. ist fur 1 < r < s eine Gitterpunkt-Formel vom Rangmit n"m
Punkten. Das Besondere an dieser Form ist, dass jede Gitktrparmel(),. die Punkte
der vorangegangenen beildgdthund eine gleiche Anzahl neuer Punkte hirigif Einer
der Vorteile dieser Form ist, dass nuirr fQ), ein optimaler Vektorz bestimmt werden
muss. Da), nurm Punkte hat, ist der Rechenaufwand geg®sr einer Formed), mit
n®m Punkten deutlich geringer. Ein weiterer Vorteil ist, dass bhtegrationsfehler gut
abgeschtzt werden kann. Implementiert wurde die in [SJ94] vorgksgene Version mit
n = 2.

Monte-Carlo-Methode Bei dieser Methode wird einedtherung des Integralwerts bestimmt,
indem der Mittelwert des Integraléif N Zufallsvektorerx gebildet wird:

N <

<
Il
o

Alle Verfahren berechnen das Integral der Integrandenifonkiber dems-dimensionalen Ein-
heitswiirfel C*.

Fur dieMethode der guten Gitterpunktend dieeingebettete Gitterpunkt-Formsblite der Ge-
nerierungsvektor moglichst optimal gew&hlt werden. In den Auswertungsmodulen wird dies
nicht erzwungen, um die Wirkung uigstiger Generierungsvektoren untersuchenankn.

Im Integrationsframework wird jedoch stets eine Optimngrumach der Korobov-Form vorge-
schaltet, wobei der Parameteraus der Mengé2, 4, 6} gewahlt werden kann.

14



2.3 Sclatzung des Integrationsfehlers

In Abschnitt 1.4 auf Seite/ 7 wurden einige theoretische Battangeriiber die bei Gitterpunkt-
Formeln auftretenden Integrationsfehler gemacht. Alleysltaugen die dort erzielten Ergebnis-
se kaum f@ir eine Fehlerabsétzung in der Praxis. Daher soll hiérfdie implementierten Ver-
fahren kurz skizziert werden, wie der Integrationsfehtediesen B&llen realistisch abgesatrt
werden kann.

Im allgemeinen ist edir Gitterpunkt-Formeln vom Rarignicht mdglich, brauchbare Séttzun-
gen 1r den Integrationsfehler zu erhalten, indem man die Bergupmit einer wachsenden
Zahl von Gitterpunkten wiederholt, da der wahre Fehler indm Mal3e schwanken kann. Der
Grund dailir ist, dass bei jedem Berechnungsschritt andere Gittetpgekahlt werden, die mit
denen, die im vorangegangenen Schritt verwendet wurdehtsngemein haben. Einedyli-
che Strategie, doch zu einer vanitigen Fehlerabsétzung zu gelangen, basiert auf der An-
wendung der versetzten Gitterpunkt-Formel (9), wobei &isthiebevektotr Zufallsvektoren
benutzt werden.

Fur eine beliebige niétliche Zahlg und unabkngigen Zufallsvektoren,, .. ., ¢,, die aufC*®
gleichverteilt sind,&sst sich ein Sétzwert fir das Integral berechnen als

Q<Z7 N)f - é Z Q(Z7 N, Ck)f
k=1

Und damit kann auch eine Safzung des Integrationsfehlers berechnet werden, indamema
Naherung iir die Standardabweichung bestimmt als

q

k;(@(zy N,ci)f —Q(z,N)f)?
q(q—1)

Fur die Wahl vong werden Werte zwische® und 5 empfohlen. Der Nachteil dieser Methode
besteht darin, dass der Aufwand dafche der normalen Auswertung der Gitterpunkt-Formel
betagt. Rir das implementierte Verfahren nach déethode der guten Gitterpunkkann die
Berechnung der Fehlersatzung optional aktiviert werden.

o =

Der Algorithmus zur Methode degingebetteten Gitterpunkt-Formehthalt eine Berechnung
der Standardabweichung nach der Formel

*(Quf — QU2
o Jz< :

=1

wobei ), f der abschlieRendeatierungswertifr das Integral und)®® f die geraherten Inte-
gralwerte fir die Folge der eingebetteten Gitterpunkt-Formeln sind. Berechnung beitigt
nur minimalen zuatzlichen Aufwand.

Bei der Monte-Carlo-Methode wird naélblichen statistischen Methoden die Standardabwei-
chung

N—-1 B
ZO (QF(x;) = Qf)?
]:
N(N —1)
berechnet, wobed f den Mittelwert der Miherungswerte darstellt.

g =
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2.4 Package- und Klassenstruktur

Das Integrationsframework wurde als Java-Package rexdliflie Package-Struktur ist in Ab-
bildung 5 dargestellt.

1471341 Student q1471341
mp1074 Mathematisches Praktikum 1074
integration Integrationsframework
lattice Gitterpunkt-Integrationsformeln
test Testmodule

Abbildung 5: Package-Struktur

Das Packagg1471341. np1074. i nt egr at i on enthalt alle derzeit vorhandenen Klassen
zur numerischen Berechnusgdimensionaler Integrale mik > 1. Neben den bereits imple-
mentierten Verfahre@itterpunkt-Formel-IntegratiomndMonte-Carlo-Integratiorkbnnen hier
zukiinftig weitere Integrationsverfahren bereitgestelltaesr, die die vorhandene Basisfunktio-
nalitat nutzen Bnnen. Im Unter-Packagdet t i ce sind diejenigen Klassen angesiedelt, die zur
Auswertung von Gitterpunkt-Formeln birgt werden.

Das Packagg1471341. npl074. t est enthalt einen kleinen Testrahmen, mit dem die An-
wendung der Integrationsmodule demonstriert wird bzw.zderAnalyse der numerischen Ei-
genschaften dient.

Integrator ~ F--------------ommmmmmmo o === Integrand K
1
1
)
i
MonteCarlolntegrator Fe--- IntegrationResult
!
i
1
Latticelntegrator Lo e IntegrationException
— Optimizer ] FAlpha
— LatticeRule ————— Periodizer IdentityPeriodizer
GoodLatticePointsRule Polynom1Periodizer
EmbeddedCopyRule Polynom2Periodizer
TrigonometriclPeriodizer

Abbildung 6: Klassendiagramm
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Die Klassenstruktur wird in Abbildung 6 auf der vorherigegit€ detaillierter dargestellt. Li-
nien mit Dreiecksspitzen symbolisieren dabei Vererbuagshungen, Linien mit Rautenspit-
zen steheniir Aggregationsbeziehungeratwend gestrichelte Linien Assoziationsbeziehungen
ausdiicken.

In den nachfolgenden Abschnitten werden die wichtigstes&én kurz dargestellt. Eine ailsf-
liche Beschreibung der Schnittstellen findet sich in der DagaDokumentation.

2.4.1 Klassd nt egr at or

Die Klassel nt egr at or ist die abstrakte Basisklasse des Integrationsframewaeking-
besondere Methodefiif die Vorgabe undJberwachung verschiedener Terminierungskriterien
bereitstellt. Integrandenfunktioneniissen von der abstrakten Kladset egr and abgeleitet
werden. Das Ergebnis einer Integration wird als InstanzkKdassel nt egr at i onResul t
geliefert, damit neben demadferungswertifr das Integral weitere Informationen bereitgestellt
werden bnnen. Falls die Integration nicht durchgkft werden kann, weil beispielsweise kein
Terminierungskriterium spezifiziert wurde, so wird einet egr at i onExcept i on gewor-
fen.

Im Rahmen dieser Ausarbeitung wurden folgende beiden voKldssel nt egr at or abge-
leiteten Integrationsverfahren implementiert:

KlasseLat ti cel nt egr at or steuert Integrationsverfahren, die auf Gitterpunkt-Femia-
sieren. Die zu verwendende Gitterpunkt-Formel wird im Kamgor spezifiziert.

KlasseMont eCar | ol nt egr at or implementiert ein einfaches Monte-Carlo-Integrations-
verfahren.

2.42 Klassd.atti ceRul e

Die KlasselLat t i ceRul e stellt die abstrakte Basisklasse aller Gitterpunkt-Fomair. Ins-
besondere werden Schnittstellenmethoderdfe Parametrisierung mit einem Periodisierer so-
wie fur die Abfrage des gesalrten Integrationsfehlers sowie der begten Anzahl von Inte-
grandenauswertungen bereitgestellt.

Folgende konkrete Implementierungen stehen zuridgemg.

KlasseGoodLat t i cePoi nt sRul e realisiert dieMethode der guten Gitterpunkte

KlasseEnmbeddedCopyRul e realisiert die Methode deagingebetteten Gitterpunkt-Formel

2.4.3 KlasseOptim zer

Fur die Optimierung der Generierungsvektoreriir Gitterpunkt-Formeln steht die Klasse
Opt i m zer zur Verfugung. Sie dient dazu, denjenigen Generierungsvektor aletov-Form
zu bestimmen, der die FunktioR,(z, N) (siehe Abschnitt 1.5 auf Seite 8) minimiert. Die
zur Berechnung voi®,(z, N) berbtigte Funktionf, wird durch die Klass€Al pha, die von
der Klassd nt egr and abgeleitet ist, bereitgestelltiF« kdnnen dabei Werte au2, 4,6}
gewahlt werden.
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2.4.4 KlassePeri odi zer

Die KlassePer i odi zer definiert ein Interface, das jede Klassg tlie Periodisierung eines
nicht-periodischen Integranden implementieren musse f&itterpunkt-Formeldsst sich mit
einem Periodisierer parametrisieren.

Folgende konkrete Implementierungen stehen derzeit atiiyeng:

Klassel denti t yPeri odi zer realisiert die identische Abbildung

o(t) =t

und lasst damit die Integrandenfunktion uagelert. Mit Hilfe dieser Implementierung
kann eine Sonderbehandlung des Falles vermieden werden dieintegrandenfunktion
bereits periodisch ist.

KlassePol ynonilPer i odi zer realisiert die polynomische Periodisierungsfunktion

o(t) = 3t* — 2*

KlassePol ynonR2Per i odi zer realisiert die polynomische Periodisierungsfunktion

P(t) = t*(10 — 15t + 6t°)

KlasseTri gononetri clPeri odi zer realisiertdie trigonometrische Periodisierungsfunk-
tion

1
t) =t — — sin 2t
o(t) 5 Sin2m

2.5 Anwendungsbeispiel

Im nachfolgenden Programmausschnitt wird gezeigt, widmtagrationsframework angewen-
det werden kann. Zuthst ist der geiinschte Integrand von der Klaskat egr and abzu-
leiten. An der Stelle, an der das Integrationsresultabbgnwird, ist der Integrand und der
Integrator zu instanziieren. Im Falle der Verwendung efBgterpunkt-Formel ist diese ggf. in
geeigneter Weise zu initialisieren. Bei Bedarf kann der Irateg parametrisiert werden.

Weitere Einzelheitendnnen der JavaDoc-Dokumentation entnommen werden.
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Listing 1: Anwendungsbeispiel

import 1471341 .mpl074.integration.Integrand;

import ql1471341.mpl074.integration.IntegrationResult;

import q1471341.mpl074.integration . Latticelntegrator;

import 1471341 .mpl074.integration.lattice.GoodLatticePtwiRule ;
import 1471341 .mpl074.integration. lattice.Optimizer;

import 1471341 .mpl074.integration. lattice.TrigonometriclriPodizer;

public class MyTestClass {

public class Mylntegrand extends Integrand {
private static int s;
public Mylintegrand(int dim) {
s = dim;
}
public int dimension () {
return s;
¥

public double evaluate @double[] x) {
checkArgument(x);
double result =1/« ... x/;
return result;
}
public String toString () {
return "Function_description”;

}

}

public void myMethod () {
/1
int s =/x ... x/;

Integrand mylntegrand =new Mylntegrand(s);
Optimizer opt =new Optimizer ();
LatticeRule rule =

new GoodLatticePointsRulenew TrigonometriclPeriodizer ());
Integrator integrator =new Latticelntegrator(rule ,opt);
IntegrationResult result = integrator.integrate (mylgtand);
double value = result.getValue ();
double error = result.getEstimatedError ();
I
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3 Testergebnisse

In den nachfolgenden Abschnitten sollen die Ergebnisseenuhtersuchungen der verschie-
denen Einfluss@fien dargestellt werden.

Uberpiifung der korrekten Implementierung der Algorithmen

Einfluss der Dimension des Integranden und der Ordnung dir@inkt-Formel

Einfluss der Wahl des Generierungsvekiors

Suche optimaler Gitterpunkte, Einfluss des Parameters

Spezialfall: Fibonacci-Gitterpunkt-Formeln

Einfluss der Periodisierung bei nicht-periodischen lraagen

Test mit den Genz-Integranden-Familien

3.1 Erster Funktionstest

Zur Uberpiiifung der korrekten Implementierung wurde dadimensionale Integral mit dem
exakten Wert uber die Integrandenfunktion

6

f(x) = [ [ Fa:)

=1

wie in [JS93] mit der Methode der eingebetteten Gitterptftkimel approximiert. Die Ergeb-
nisse sind in Tabelle 1 dargestellt. Die Resultate aus [J888hten qualitativ reproduziert
werden, wobei generell kleinere Fehler zu verzeichnen nvabadurch, dass einerseits alle
Berechnungen mitloubl e-Variablen durchgefhrt wurden und andererseits die Optimierung
Symmetrieeigenschaften ausnutzt, stimmen die Genegswaktoren nicht in allend&lenube-
rein. In der ersten Spalte der Tabelle 1 ist die Anzalder Gitterpunkte angegebefirfdie der
Generierungsvektar optimiert wurde; die zweite Spalte entspricht der Ordnuag Werfah-
rens — also der Anzahl Integrandenauswertungen —; die @jialte enthlt den wahren Fehler
und die vierte Spalte den gegthten Fehler; in deriihften Spalte ist die bétigte Rechenzeit
(inklusive der Optimierung des Generierungsvektors) ikuBden angegeben; die sechste und
letzte Spalte zeigt den verwendeten Generierungsvektor.

Als nachstes wurdeif dasselbe Integral die Methode der guten Gitterpunkiesget; wobei die
Fehlerschtzung mittels Randomisierung aktiviert war. Das ErgelstimiTabelle 2 dargestellt.
Die Bedeutung der Spalten ist — bis auf die zweite Spalte -tigt#mmit der in Tabelle 1. Die
Ordnungm wurde so gewhlt, dass sich in jedem Fall die etwa gleiche Anzahl vongrae-
denauswertungen (Spalte 2) ergab wiedie Methode der eingebetteten Gitterpunkt-Formel.
Die wesentlich dingeren Rechenzeiten werden in erster Linie durch die Ogtimg des Ge-
nerierungsvektors verursachtaitend der taéehliche Integrationsfehler mit den in Tabelle 1
bei etwa gleicher Ordnung auftretenden durchaus verdiaialst, allt auf, dass die Vorhersage
des tatachlichen Fehler &wfig zu niedrig ausillt. Um vertrauensiwdigere Schtzungen zu
erhalten, wurde daher in &feren Tests die Fehlersaiaung mit dem Faktat versehen.
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m 26m Wabhrer Fehler | Geschatzter Fehler | Rechenzeit [s] VA
79 5056| 0,004824 0,010419 0,000 (1,27,18,12,8,58)
157| 10048| 0,001968 0,004366 0,016 (1,18,10,23,100,73)
313| 20032| 0,000590 0,001588 0,031 (1,80,140,245,194,183)
619 | 39616| 0,000269 0,000742 0,125| (1,102,500,242,543,295)
1249| 79936| 0,000094 0,000287 0,468 | (1,364,102,907,412,88)
2503 | 160192 0,000033 0,000094 1,750 | (1,253,1434,2370,1393,2009)
5003 | 320192 0,000011 0,000029 6,828 | (1,162,1229,3981,4538,4718)
Tabelle 1: Eingebettete Gitterpunkt-Formel mit Fehle&szhng
m 5 - m | Wahrer Fehler | Geschatzter Fehler | Rechenzeit [s] VA
1011| 5055| 0,002243 0,002165 0,344 (1,504,255,123,321,24)
2009| 10045, 0,000743 0,000521 1,172 (1,351,652,1835,1205,1065)
4006 | 20030| 0,000252 0,000203 4594 | (1,1236,1410,150,1124,3188)
7923 | 39615, 0,000233 0,000155 18,125| (1,2373,5799,6699,3189,1032)
15987| 79935| 0,000025 0,000011 73,360 (1,3526,10777,14590,14161,428

p)

Tabelle 2: Methode der guten Gitterpunkte mit Fehleasziing

In Tabelle 3 sind die Ergebnisse aufgelistet, die ebenfaittels der Methode der guten Git-
terpunkte — jedoch ohne Fehlergatiung — erzielt wurden. Es zeigt sich, dass deatdtliche
Fehler gegeinber der Variante mit Fehlersatzung deutlich gif3er ist.

Schlief3lich wurde das Integral noch mittels einer Montel@&Btethode approximiert. Die da-
bei erreichten Ergebnisse sind in Tabelle 4 auigef Gegeiber den anderen Integrationsme-
thoden &llt die deutlich geringere Konvergenzrate in Form entsipead goRerer tat&chlicher
Fehler auf. Nach den Betrachtungen in Abschnitt 1.2 ist diesdings wenig verwunderlich.
Der Integrationsfehler wird daberhinaus &ufig unterschtzt.

Insgesamt belegt dieser Test, dass die Verfahren funkibigsimplementiert wurden.

M | Wahrer Fehler | Rechenzeit [s] Z
1011| 0,037826 0,296 (1,504,255,123,321,24)
2009 | 0,009689 1,156 (1,351,652,1835,1205,1065)
4006 | 0,003028 4,609 | (1,1236,1410,150,1124,3188)
7923 | 0,002314 18,031 (1,2373,5799,6699,3189,1032)
15987| 0,000305 73,875/ (1,3526,10777,14590,14161,4285)

Tabelle 3: Methode der guten Gitterpunkte ohne Fehlétzcimg
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M | Wahrer Fehler | Geschatzter Fehler | Rechenzeit [s]
5056 | 0,003351 0,014976 0,015
10048| 0,016612 0,010996 0,016
20032| 0,012778 0,007694 0,063
39616, 0,012070 0,005229 0,093
79936| 0,000772 0,003765 0,172
160192| 0,004873 0,002638 0,360
320192 0,001109 0,001894 0,703

Tabelle 4: Monte-Carlo-Methode mit Fehlergtiung

3.2 Einfluss von Dimension und Ordnung

Zur Untersuchung des Einflusses der Dimension des Integnamad der Ordnung der Gitter-
punkt-Formel in Hinsicht auf den Integrationsfehler, waidle Funktionf,, fur verschiedene
Dimensionen mit Gitterpunkt-Formeln unterschiedlichedi@ng integriert.

In Abbildung 7 ist fir Integranden der Dimensionerbis 12 der Zusammenhang zwischen der
Genauigkeit und der Ordnung dargestellt. Mit kleinen Keaisind die Stellen markiertiif die
konkrete Rechnungen durchgeft wurden.

1

f alpha —e—
order ./. prec —*—
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Abbildung 7: Genauigkeit aldimgig von der Ordnundif verschiedene Dimensionen

Zum Vergleich sind @ir jede Dimension Linien mit Kreuzen eingezeichnet, die dine vor-
gegebene Genauigkeit die erforderliche Ordnung markjevenn die Ordnung exponentiell
mit der Dimension — alse® — ansteigen virde. Es wird deutlich, dass die Gitterpunkt-Formeln
fur hohere Dimensionen zwar auch eine stark anwachsende Ordiauege gleichbleibende
Genauigkeit des Ergebnisses bagen, aber deFluch der Dimensiorschkhgt zumindest nicht
mit voller Macht zu.

Da die Funktionf, in ihrer Klasse ja deschlimmsten Faltepfasentiert, ist davon auszugehen,
dass dieses Verhalten erst reditténdere Integrandehe EZ(c) zutrifft.
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3.3 Einfluss der Wahl des Generierungsvektors z

Um den Einfluss der Wahl des Generierungsvektors auf degrattensfehler zuwiberpiifen,
wurde die zweidimensionale Funktigifz, y) = Zf_z; ,furdiel f = 1 gilt, mit einer Gitterpunkt-
Formel der OrdnungV = 53 integriert, wobei als Generierungsvektor in Korobov-Farms
(1,4) mit ¢ € {1,2,...,52} verwendet wurde. Da es sich bei dem Integrangemm eine
nicht-periodische Funktion handelt, wurde die implememd trigonometrische Periodisierung

eingesetzt.

In Abbildung 8(a) werden die bestimmterahkerungen sowohiif den oben genannten Inte-
grandenf als auch @ir den Integrandetf, (mit o = 2) in Abhangigkeit von/ dargestellt. Der
Wert ¢ = 23, fur den der Integrationsfehlearf f, minimal wird, ist mit einem Pfeil markiert.
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(a) Naherungeniir das Integral akidmgig von¢ (b) Integrationsfehler aldmgig von/

Abbildung 8: Einfluss der Wahl des Generierungsvektoss(1, /)

Abbildung 8(b) zeigt den ta&shlichen Integrationsfehler adhgig von/. Fur den ,optimalen’
Generierungsvektar = (1, 23) ergibt sich im konkreten Fall zwar nicht das absolute Fehiler
nimum, aber die Abweichung ist mit weniger als einer Dezenalul3erst gering.

Die Einschankung auf Generierungsvektoren in Korobov-Form lieflst aicht zwingend den
bestndglichen Generierungsvektor, stellt aber hinsichtlicls &echenaufwands zur Bestim-
mung guter Generierungsvektoren einen sinnvollen Komgeuohar.

3.4 Suche optimaler Gitterpunkte, Einfluss des Parameters

Um fur eine Gitterpunkt-Formel der Ordnurg zur Integration einegs-dimensionalen Funk-
tion den optimalen Generierungsvektazu bestimmen, muss das Minimum véf(z, N)
bestimmt werden. Um den Rechenaufwand in Grenzen zu haltedewm Testprogramm die
OrdnungN = 2503 gewahlt. Fur die Dimensionen € {5, 10, 15, 20, 25, 50, 75} werden opti-
male Generierungsvektoren in Korobov-Form erzeugt, wdbeiParametew Uber die imple-
mentierten Wertg2,4, 6} variiert.

In Tabelle 5 zeigt sich, dass der Einfluss vogering zu sein scheint. Daher wird in der Praxis
in der Regel mitv = 2 gearbeitet.

Der Rechenaufwandif die Bestimmung optimaler Gitterpunkte ist ganz erheblkir die
praktische Anwendung ist es daher anzuraten, dasdié im geplanten Anwendungsgebiet

23



relevanten Dimensionen undirf die angestrebten Genauigkeiten erforderliche Ordnwerg d
Gitterpunkt-Formeln vorab Generierungsvektoren eingnadéistimmt werden.

S (07 V4

2,4,6| (1,705, 1431, 146, 307)

10| 2,4,6| (1,540, 1252, 270, 626, 135, 313, 1319, 1408, 1911)

15| 2,4 | (1,842,615, 2212, 272, 1251, 2082, 944, 1397, 2367, 62@, ROB1, 553, 68 )

15 6 (1,433, 2267, 435, 630, 2466, 1500, 1223, 1426, 1720, 1388, 2306, 2304, 1438)

20 2 (1,485, 2446, 2391, 746, 1378, 29, 1550, 850, 1758 1610, BHI7 2399, 2123, 922 1636, 9, 1862, 1990 )
20 4 (1,501, 701, 781 813, 1827, 1732, 1694, 177, 1072 1430, 28N, 492, 1198, 1981, 1293, 2019, 307, 1124 )
20 6 (1,1249, 632, 923, 1447, 137, 909, 1482, 1301, 502 1248, D8RG 524, 1193, 772, 573, 2322, 1704, 746)
25 2 (1,261,540, 772, 1252, 1382, 270, 386, 626, 691, 135, 18,1897, 1319, 1348, 1408, 2050, 1911, 674,)

25 4,6 (1,517, 1971, 286, 185, 531, 1700, 347, 1686, 618, 1625,, 1688, 1695, 265, 1843, 1691, 700, 1468, )

50| 2 | (1,24 8 16 32 64,128,256, 512, 1024, 2048, 1593, 685,129, 458, 916, 1832, 1161, 2322, 2141,)
50| 4,6 | (1,905, 544,1732, 582, 1080, 1230, 1818, 819, 307, 2, 18188, 961, 1164, 2160, 2460, 1133, 1638, 614,)

75| 2,4,6| (1,2 4,8, 16,32, 64,128, 256, 512, 1024, 2048, 1593, 683,129, 458, 916, 1832, 1161, 2322, 2141,)

Tabelle 5: Einfluss von

3.5 Spezialfall: Fibonacci-Gitterpunkt-Formeln

Auch wenn Gitterpunkt-Formelruf die Berechnung zweidimensionaler Integranden nicht un-
bedingt die erste Wahl sind, so gibt es in diesem speziel#nl&ch eine sehr einfacheddlich-
keit, zu optimalen Gitterpunkt-Formeln zu gelangen:

Bekanntlich sind die Fibonacci-Zahlen durch die Rekursiomsél
F1=F2=1, Fo.=F_1+F.» furk > 3

definiert. Fir jede Fibonacci-Zahky, mit £ > 3 gibt es nun eine optimale Gitterpunkt-Formel

der OrdnungFy,
Fr—1
0f = Z r({Zan})

In Tabelle 6 wird fir die Fibonacm-ZahIen VOR3 bis F19 aufgelistet, welcher Fehler sich bei
der Integration der Funktiofi, mit den Fibonacci-Gitterpunkt-Formeln und im Vergleictzda
mit der jeweils ,optimalen’ Gitterpunkt-Formel ergibt.edDuUnterschiede zwischen den beiden
Formeln liegen fast ausnahmslos im Bereich der Rechenge@stygind also vernachtsigbar.

Dass sich nicht exakt die gleichen Generierungsvektomgeben, liegt daran, dass bei der Be-
stimmung der optimalen Generierungsvektoren die Symeatrsgenutzt wird, so dass nur die
erste Hilfte der ndglichen Werte iir ¢ untersucht wird. Tatchlich handelt es sich bei den

Generierungsvektoren der Fibonacci-Gitterpunkt-Fommelveils um den zu dem optimalen

Generierungsvektor symmetrischen Generierungsvektor.
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k Fibk Z= (1, Fibk_l) Fehler | Z = (1, Zopt) Fehler Differenz
3 2 (1, 1) 8,3402e-01 (1, 1) 8,3402e-01 0,0000e+00
4 3 (1,2) 45836e-01  (1,1) 4,5836e-01 0,0000e+00
5 5 (1, 3) 1,9156e-01  (1,2) 1,9156e-01] -2,2204e-16
6 8 (1, 5) 8,6807e-02  (1,3) 8,6807e-02 0,0000e+00
7| 13 (1, 8) 3,7042e-02  (1,5) 3,7042e-02 -2,2204e-16
8| 21 (1,13) 1,5866e-02 (1, 8) 1,5866e-02 2,2204e-16
9 34 (1, 21) 6,6763e-03 (1, 10) 8,2245e-03 -1,5483e-03
10| 55 (1, 34) 2,7921e-03  (1,21) | 2,7921e-03 -4,4409e-16
11 89 (1, 55) 1,1578e-03 (1, 34) 1,1578e-03 -2,2204e-16
12| 144 (1, 89) 4,7732e-04  (1,55) 4,7732e-04 0,0000e+00
13| 233 (1, 144) 1,9568e-04 (1, 89) 1,9568e-04 -1,5543e-15
14| 377 (1, 233) 7,9854e-05 (1, 144) 7,9854e-05 -1,7764e-15
15| 610 (1, 377) 3,2453e-05 (1, 233) 3,2453e-05 6,6613e-16
16| 987 (1, 610) 1,3141e-05 (1,377) 1,3141e-05 2,6645e-15
17 | 1597 (1, 987) 5,3041e-06 (1,610) |5,3041e-06 -4,4409e-16
18 | 2584 (1,1597) 2,1347e-06  (1,987) 2,1347e-06/ 1,1102e-15
19 | 4181 (1,2584) | 8,5693e-07 (1,1597) | 8,5693e-07 2,6645e-15

Tabelle 6: Fibonacci-Gitterpunkt-Formel

3.6 Einfluss der Periodisierung

Um den Einfluss der Periodisierung eines nicht-periodisd¢htegranden bei der Verwendung
von Gitterpunkt-Formeln zu untersuchen, wurde der Intedifz, y) = (e — 2) 'ye™ auf 4
verschiedene Weisen integriert: einmal ohne Periodisgeund jeweils einmal unter Verwen-
dung zweier polynomialer und einer trigonometrischend®sierung. Zum Vergleich wurde
diese Vorgehensweise auch auf den bereits periodischegraémdenf(x,y) = 1 angewandt.
Desweiteren wurde die Integration sowohl nach der Methaaegdten Gitterpunkte als auch
der Methode der eingebetteten Gitterpunkt-Formel duriihigée

In Abbildung 9 und 10 ist zuichst anschaulich dargestellt, wie der Integrand durchPdie
odisierung vedndert wird.

In Abbildung 11 sind die Integrationsfehler in Abhgigkeit von der Ordnung der Gitterpunkt-
Formeln fir jede verwendeten Periodisierung dargestellt. Die jiswegiter links beginnenden
Linien der Linienpaare zu jeder Periodisierung @esm zu den Gitterpunkt-Formeln nach der
Methode der guten Gitterpunkte.

Fur die Funktionf(z,y) = (e —2)'ye* zeigt sich in Abbildung 11(a), dass die Periodisierung
entscheidenden Einfluss auf die erzielte Genauigkeit degtationsergebnisse hat. Schon eine
einfache polynomiale Periodisierung bringt bei steige@einung einen um mehrere Zehner-
potenzen niedrigeren Integrationsfehler. Die Periodisig mit einem Polynomdheren Grades
liefert noch einmal deutlich bessere Resultate, die durehtrdjonometrische Periodisierung
nur geringfigig Ubertroffen werden.

Die Funktionf(z,y) = 1 wurde ohne Periodisierung mit beiden Gitterpunkt-Formeémwar-
tungsgerald — exakt integriert. Bei Verwendung polynomialer Periedisigen ergeben sich
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(c) ¢(t) = t3(10 — 15t + 6t2 (d) ¢(t) =t — 5= sin2nt

Abbildung 9: Periodisierung vofi(x, y) = (e — 2) lye™

(c) o(t) = t3(10 — 15t + 6¢2 (d) p(t) =t

Abbildung 10: Periodisierung vofi(z,y) = 1
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bei Formeln kleiner Ordnung relativ grol3e Fehleahrend bei der trigonometrischen Periodi-
sierung die Integrationsfehler duréaggig im Bereich der Rechengenauigkeit liegen.

1 T 0.01 T
None —+— Polynoml —+—
Polynoml —<— i Polynom2 —=—

Polynom2 —%— \\ Trigonometricl —%—
T icl —a—
001 \\Q\\ 0.0001 —

0.0001 T 1e-006 R

* \\

o
16-006 b\\\ 1e-008

i

1e-008 \ 1e-010
1e-010 \)% 1le-012 \
16012 \\ 1e-014

\ I . :jk%‘\x/*

le-014 1e-016
10 100 1000 10000 100000 10 100 1000 10000 100000

@) f(z,y) = (e —2)"'ye™ (b) f(z,y) =1

Abbildung 11: Einfluss der Periodisierung auf den Integragfehler

Die Ergebnisse machen deutlich, dass es sehr zu empfetiechisperiodische Integranden zu
periodisieren. Trigopnometrischen Periodisierungeriesdkbei in der Regel der Vorzug gegeben
werden, da die Gitterpunkt-Integrationsformeln ja geff@lsolche Funktionsklassen ausgelegt
sind.

3.7 Test mit den Genz-Integranden-Familien

Ende der 80er Jahre wurdé fden Untersuchung mehrdimensionaler Integrationsiezfavon
Genz [Gen84, Gen87] ein Testpaket entwickelt, auf das ilenikiteraturquellen verwiesen
wird. Daher wurden auch die hier implementierten Methodemaad der dort beschriebenen
Integranden getestet. Das Testpaket von Genz basiertrearf@ruppe von sechs Familien von
Integranden-Funktionen. Jede dieser Familien wird mimirigenen Namen bezeichnet:

1. OSZILLATORISCH fY = cos (2mw, + Z cix)
i=1
2. PRODUKT-HOCHSTWERT (2 = H 24 (z — wZ)Q)*1

3. ECKEN-HOCHSTWERT —

A
\\Mm
M
v
1,?
t

4. NORMALVERTEILT = c(x; — wi)2>
=1
S
5. KONTINUIERLICH f® =exp —Zci]xi—wi\)
=1
0 fur z; > w; oderzy > wy

6. DISKONTINUIERLICH O =

S
exp (Z cixi> sonst
i=1

In Abbildung 12 wird fir jede Familie exemplarisch ein Beispiel in zwei Dimensiodarge-
stellt. Zur Vereinfachung des Testverfahrens werden allegranden in der Weise normiert,
dass das jeweilige Integraber den Einheitsiufel C* den Wertl hat. Unterschiedliche Testin-
tegrale werden gewonnen, indem die Parameter(cy, ..., ¢;) undw = (wy, ..., w;) variiert
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(a) Familie 1: oszillatorisch (b) Familie 2: Produkt-ldchstwert (c) Familie 3: Ecken-lchstwert

(d) Familie 4: normalverteilt (e) Familie 5: kontinuierlich (f) Familie 6: diskontinuierlich

Abbildung 12: Beispieleiir die Genz-Integranden-Familien

werden, wobei die Komponenten vangleichverteilt aus dem Intervall, 1] gewahlt werden.
Die Schwierigkeides Problems wird durch den Vektobeeinflusst: je dif3er die euklidische
Norm ||c|| ist, desto schwieriger ist das Integral. Wendie vorgegebene Schwierigkeit des In-
tegrals ist, wird der Vektor bestimmt al€ = ¢/, wobei die Komponenten vari gleichverteilt

aus dem Intervall0, 1] gewahlt werden undy = h/ ) ¢; gesetzt wird.
=1

Da Gitterpunkt-Integrationsformeliblicherweise nur dann gut funktionieren, wenn der Inte-
grand periodisch ist, wird in den Tests stets die vorgdstéligonometrische Periodisierung
des Integranden durchggfrt. Um den Rechenaufwand zu begrenzen, wurden die optimale
Generierungsvektoreriif die Gitterpunkt-Formeln etwa der Ordnung 5.000 bzw. Q0.@or-

ab bestimmt. Das Programm erlaubt eShére Ordnungen bis zu etwa 80.000 zu spezifizie-
ren, verwendet diese allerdings nur fdie Methode der eingebetteten Gitterpunkt-Formein.
Fur Integranden-Dimensionen von 2 bis 10 werden jeweils 2€phale mit Hilfe der Methode
der guten Gitterpunkte, der Methode der eingebetteterei@inkt-Formeln sowie der Monte-
Carlo-Methode berechnet und der durchschnittlichétdtiche Integrationsfehler bestimmt.

In Abbildung' 13 werden die Ergebnisse grafisch dargestétitartungsger@l? schneidet das
Monte-Carlo-Verfahren durcldaangig fur alle Integrandenfamilien recht schlecht ab. Interetssan
ist allerdings, dass die erzielte Genauigkeit von der Dsmndes Integranden faktisch un-
abhangig ist. Mit Ausnahme der diskontinuierlichen Integrant&milie liefern die Gitterpunkt-
Formeln insbesondere bei niedrigen Dimensionen der lategn beachtlich gute Ergebnisse.
Fur hohere Dimensionen verschlechtern sich die Ergebnissedsvdlich, fallen aber — zumin-
dest bei den untersuchten Dimensionen — in der Regel immér eto@s ginstiger aus als die
der Monte-Carlo-Methode. Das Verhalten der Gitterpunkit@n nach der Methode der guten
Gitterpunkte und der nach der Methode der eingebettetdar@iinkt-Formel ist im Wesentli-
chen vergleichbar. il hohere Dimensionen scheint die Methode der eingebettetéer @inkt-
Formel etwas @nstiger zu sein. Wenig verwunderlich ist, dass faktistd @k rfahren @r die
diskontinuierliche Integrandenfamilie sehr schlechteuRate liefern.
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Abbildung 13: Integrationsfehler in Aldimgigkeit von der Dimension des Integranden
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4 Zusammenfassung

In dieser Ausarbeitung wurden die mathematischen Gruedlagn Gitterpunkt-Integrations-
formeln dargelegt sowie praktische Tests mit Hilfe von im Beogrammiersprache Java ent-
wickelter Algorithmen durchgéhrt. Es hat sich gezeigt, dass die Gitterpunkt-Formigtrdfe
numerische multivariate Integration ein geeignetes tmsént darstellen, da sie gegerer klas-
sischen Verfahren eine akzeptable Konvergenz aufweigsegmi€ht-periodische Integranden ist
der Einsatz eines geeigneten Periodisierers allerdingszueunedsslich.

Fur den praktischen Einsatz zur Integration hochdimenseoriategranden ist vor allem die
Methode der eingebetteten Gitterpunkt-Formeldmstiniert, da die Ordnung des Verfahrens
N = 2°m ist, aber nur ein @nstiger Generierungsvektors zur Ordnungoestimmt werden
muss. Verfahren nach der Methode der guten Gitterpunktdenfn fir die gleiche Verfah-
rensordnungV einen erheblich dheren Aufwandiir die Bestimmung des Generierungsvek-
tors. Zumindestiir die getesteten Integranden hat die Methode der gutearf@ittkte keine
entscheidenden Vorteile gegdrer der Methode der eingebetteten Gitterpunkt-Forimesich
verbuchen knnen. Um festzustellen, ob dies nicht nur eirédliges Resultat ist, fssten aller-
dings weitergehende Untersuchungen angestellt werden.

In speziellen Einsatzgebieten, in denen etwa tiefergah&mfdrmationeriiber die zu integrie-
rende Funktion vorhanden sindjrften allerdings Verfahren wie etwa di¢iBngitter-Methoden
vorteilhafter sein, da sie sich der Problemstellunge bbesgeassen lassen.
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