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1 Mathematische Grundlagen

1.1 Einleitung

Für die numerische Integration in einer Dimension (univariate Integration) sind schon vor meh-
reren Jahrhunderten Verfahren wie etwa die Rechteck-, Simpson- oder Gauss-Regel entwickelt
worden. Ein kleinerÜberblick findet sich in [Tel02]. Multivariate Integrale treten in vielen
Anwendungsgebieten wie beispielsweise in der Wahrscheinlichkeitstheorie, in der statistischen
Mechanik, in der Quantenphysik oder der Finanzmathematik auf. In der Regel k̈onnen die-
se Integrale nicht analytisch gelöst werden, sondern m̈ussen mit Hilfe numerischer Methoden
berechnet werden. In der Praxis sind der Berechnung hochdimensionaler Integrale mit Hilfe
klassischer Integrationsverfahren oft Grenzen gesetzt, da der Rechenaufwand exponentiell mit
der Dimension des Problems ansteigt. Daher spricht man in diesem Zusammenhang auch vom
Fluch der Dimension. Auch klassische adaptive numerische Integrationsverfahren k̈onnen den
Fluch der Dimension nicht prinzipiell brechen.

Erst nach der Entwicklung der Computer konnten nennenswerteFortschritte erzielt werden. Es
wurden Verfahren entwickelt, deren Aufwand zur Lösung hochdimensionaler Integrationspro-
bleme, d.h., deren Konvergenzordnung, von der Dimension nahezu unabḧangig ist. Allerdings
ist bei manchen dieser Verfahren wie etwa bei Monte-Carlo-Methoden die Konvergenzrate ge-
ring (kleiner als 1), so dass zur Erreichung hoher Genauigkeiten wiederum sehr hoher Rechen-
aufwand anf̈allt.

Einen m̈oglichen Ausweg aus diesem Dilemma zeigen geschickt konstruierte Gitterpunkt-Inte-
grationsformeln, mit denen sich die Mathematiker bereits vor rund 50 Jahren beschäftigt haben.
In diesem Beitrag zum Mathematischen Praktikum sollen Gitterpunkt-Integrationsformeln zur
numerischen Behandlung mehrdimensionaler Integrale näher untersucht werden. Die Ausarbei-
tung basiert auf dem Text von̈Uberhuber [̈Ube01] und sẗutzt sich dar̈uberhinaus wesentlich auf
das Buch von Sloan und Joe [SJ94].

1.2 Numerische multivariate Integration

Ohne Beschr̈ankung der Allgemeinheit soll im folgenden von Problemen ausgegangen werden,
die alss-dimensionales Integral̈uber dem Einheitsẅurfel Cs = [0, 1]s ausgedr̈uckt werden
können:

If =

∫

Cs

f(x)dx =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

f(x1, . . . , xs)dx1 · · · dxs (1)

In der Praxis kann diese Bedingung durch vergleichsweise einfache lineare Transformationen
der Integrationsvariablen erfüllt werden.

In der Regel ist der Integrandf stetig bis auf m̈ogliche Singulariẗaten an isolierten Punkten
oder auf niedrig-dimensionalen Flächen. Numerische Integrationsformeln, die auf der Auswer-
tung des Integranden an bestimmten Punkten basieren, sind meist ziemlich ineffektiv in der
Behandlung von Singularitäten, die im Inneren des Integrationsgebiets liegen. Dahersollte,
wenn m̈oglich, die Lage und Art der Singularitäten vorab bestimmt werden, um sie entweder
durch geeignete Transformationen zu beseitigen oder auf den Rand des Integrationsgebiets zu
verlegen oder das Integrationsgebiet in geeignete Teilgebiete zu zerlegen.
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Für eindimensionale Integrale

If =

∫ 1

0

f(x)dx

gibt es eine Vielzahl von Integrationsformeln der Form

Qf =
N−1
∑

j=0

ωjf(xj),

die sich durch die Wahl der Stützstellenx0, . . . , xN−1 und der Gewichteω0, . . . , ωN−1 unter-
scheiden. In̈ahnlicher Weise kann eins-dimensionales Integral durch eine Integrationsformel
der Form

Qf =
N−1
∑

j=0

ωjf(xj) (2)

angen̈ahert werden, wobeix0, . . . , xN−1 ausCs sind. Die AnzahlN wird Ordnungder Integra-
tionsregel genannt.

Der naheliegendste Ansatz für die Ann̈aherung dess-dimensionalen Integrals (1) ist, wiederholt
für jede Dimension eine eindimensionale Integrationsregelanzuwenden. Daraus ergibt sich die
Produktregel:

Qf =
n−1
∑

js=0

· · ·
n−1
∑

j1=0

ωj1 · · ·ωjs
f(xj1 , . . . , xjs

). (3)

Produktregeln sind im Prinzip einfach anzuwenden und der Integrationsfehler l̈asst sich auf der
Basis der Fehleranalyse für die zugrundeliegende eindimensionale Integrationsregel recht gut
abscḧatzen. F̈ur hohe Dimensionens ist die sich ergebende OrdnungN = ns allerdings nicht
mehr mit vertretbarem Aufwand handhabbar. Für eine eindimensionale Regel mitn = 10 und
eine Dimensions = 20 folgt beispielsweise schonN = 1020.

Vielfach werden numerische Integrationsregeln derart konstruiert, dass sie bestimmte Klassen
von Funktionen exakt integrieren. So integriert z.B. die eindimensionale Gauss-Regel mitn
Stützstellen algebraische Polynome vom Grad2n− 1 exakt. Entsprechend gibt es eindimensio-
nale Integrationsregeln, die es erlauben, trigonometrische Polynome bestimmten Grades exakt
zu integrieren. Durch mehrfache Anwendung entsprechend der Produktregel (3) k̈onnen da-
durch multivariate Integrale berechnet werden. Wie bei allen Produktregeln steigt jedoch der
Rechenaufwand exponentiell mit der Dimensions.

Um den Fluch der Dimension zu brechen, wurde die klassische Monte-Carlo-Methode ent-
wickelt [MU49, HH64], in der die Punktex1, . . . , xN zufällig ausCs geẅahlt werden und dann
das Integral (1) durch

QNf =
1

N

N
∑

j=1

f(xj)

angen̈ahert wird. Die - von der Dimension unabhängige - Konvergenz ist durch den zentralen
Grenzwertsatz mehr oder weniger garantiert und der Integrationsfehler kann durch

σ(f)√
N

(4)

abgescḧatzt werden, wobei eine N̈aherung f̈ur σ als Wurzel aus der Varianz leicht mit Hilfe der
Formel

σ(f)2 ≈ QNf 2 − (QNf)2
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gewonnen werden kann. Nachteilig bei dieser Methode ist insbesondere, dass die Güte des
Verfahrens sehr stark von der Güte der verwendeten Zufallszahlen abhängt. In der Regel ist
die Konvergenzrate sehr schlecht: wie Formel (4) zeigt, muss N um den Faktor100 erḧoht
werden, um die Genauigkeit um eine Dezimale zu erhöhen. Dar̈uberhinaus machen statistische
Schwankungen die Methode ungeeignet für die Untersuchung von Integralen mit kontinuierlich
variierenden Parametern.

Bei den Quasi-Monte-Carlo-Methoden, ausführlich untersucht in [Nie92], versucht man, mit
Hilfe deterministisch konstruierter Zahlenfolgen die Stützstellen derart zu bestimmen, dass
sich eine bessere Konvergenz als bei der klassischen Monte-Carlo-Methode ergibt. Auch die
Gitterpunkt-Formeln geḧoren zur Klasse der Quasi-Monte-Carlo-Methoden.

Schließlich sollen hier noch die adaptiven Methoden erwähnt werden, die in der Regel auf
Integrationsformeln zur Abschätzung des Integrals auf Teilregionen des Integrationsgebiets,
einer Methode zur Abschätzung des Integrationsfehlers, einem Fehlertoleranzkriterium und
einer Verfeinerungsstrategie basieren. Optimiert für bestimmte Problemstellungen entstehen
laufend neue Verfahren in dieser Methodenkategorie, wie etwa die von Gerstner und Griebel
[GG98, GG03] entwickelten D̈unngitterverfahren belegen.

Zur Veranschaulichung werden für die genannten Methodenkategorien in Abbildung 1 exem-
plarische Sẗutzstellenmengen dargestellt.

(a) Monte-Carlo (b) Quasi-Monte-Carlo (c) Gitterpunkt-Formel (d) Dünngitter

Abbildung 1: Beispiele f̈ur Sẗutzstellenmengen verschiedener Integrationsmethoden

1.3 Gitterpunkt-Formeln

Univariate Integrationsformeln können nicht ohne weiteres auf den multivariaten Fall verall-
gemeinert werden. Es zeigt sich jedoch, dass für die Klasse der in jeder Komponente eins-
periodischen Funktionen eine Verallgemeinerung der eindimensionalen Rechteckregel konstru-
iert werden kann. F̈ur den Integrandenf muss in diesem Fall

f(x) = f(x + z) ∀z ∈ Z
s und∀x ∈ R

s

gelten bzw.f muss sich außerhalb des IntegrationsgebietsCs zu einem eins-periodischen Inte-
granden fortsetzen lassen.

Bekanntlich lautet die eindimensionale Rechteck-Regel

Rnf =
1

n

n−1
∑

j=0

f

(

j

n

)
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Da der Integrandf als eins-periodisch vorausgesetzt wird, handelt es sich genau genommen
sogar um die Trapez-Regel

Tnf =
1

2n
f(0) +

1

n

n−1
∑

j=1

f

(

j

n

)

+
1

2n
f(1)

Die Rechteck-Regel lässt sich auf unterschiedliche Weise auf höhere Dimensionen verallgemei-
nern. Naiv k̈onnte man sie etwa schreiben als

Rnsf =
1

ns

n−1
∑

js=0

· · ·
n−1
∑

js=0

f

(

j1

n
, . . . ,

js

n

)

(5)

Allerdings hat diese Formel die OrdnungN = ns und ist damit f̈ur höhere Dimensionen ineffi-
zient.

Eine interessantere Verallgemeinerung ist dieMethode der guten Gitterpunkte, die von den Zah-
lentheoretikern Korobov [Kor59] und Hlawka [Hla62] entwickelt wurde. Die Integrationsformel
lautet in diesem Fall

Qf =
1

N

N−1
∑

j=0

f

(

j

N
z
)

(6)

wobei N die Anzahl der Sẗutzstellen undz ein sorgf̈altig geẅahlter Vektor mit ganzzahligen
Komponenten ist. Es wird dabei vorausgesetzt, dass die Komponenten vonz undN keinen ge-
meinsamen Teiler> 1 besitzen. Dadurch ist gewährleistet, dass alleN Abszissen verschieden
sind. Wegen der vorausgesetzten Periodizität vonf spielt es keine Rolle, dass einige Punkte
jz/N außerhalb des EinheitswürfelsCs liegen k̈onnen, da der ganzzahlige Anteil einfach ab-
gezogen werden kann. Da die OrdnungN nicht von der Dimensions abḧangt, ergibt sich eine
wesentlich effizientere Formel.

Ganz allgemein versteht man unter einer Gitterpunkt-Formel eine multivariate Integrationsfor-
mel (2) mit gleichen Gewichtenωj = 1

N
für 0 ≤ j < N undxj aus einemIntegrationsgitterL

für 0 ≤ j < N :

Qf =
1

N

N−1
∑

j=0

f(xj) (7)

Unter einem IntegrationsgitterL versteht man eine diskrete Teilmenge desR
s mit folgenden

Eigenschaften:

1. Wennx1 undx2 zuL geḧoren, dann geḧoren auchx1 + x2 undx1 − x2 zuL,

2. L entḧalt s linear unabḧangige Punkte,

3. 0 ist ein isolierter Punkt vonL, d.h., es gibt eine Umgebung von0, deren Durchschnitt
mit L nur0 entḧalt und

4. es giltZs ⊆ L.

Aus diesen Eigenschaften folgt, dass jedes GitterL eine diskrete additive Untergruppe desR
s

bildet.

Für die AbszissenmengeA(L) := {x0, . . . xN−1} einer Gitterpunkt-Formel giltA(L) = L∩Cs.
Wegen0 ∈ L ist A(L) 6= ∅.
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Abbildung 2 zeigt ein Integrationsgitter imR2, das man f̈ur N = 18 undz = (1, 5)T aus der
Methode der guten Gitterpunkte erhält. Die schwarzen Punkte markieren die Abszissenmenge
A(L).
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Abbildung 2: Integrationsgitter imR2

Für die praktische Anwendung von Gitterpunkt-Formeln in Integrationsprogrammen ist die Dar-
stellung int-Zyklus-Formnützlich. Jede Gitterpunkt-Formel lässt sich als mehrfache Summe der
Form

Qf =
1

n1, n2 · · ·nt

nt−1
∑

jt=0

· · ·
nt−1
∑

jt=0

f

(

j1

n1

z1 + · · · + jt

nt

zt

)

(8)

wobei z1, . . . zt ∈ Z
s ganzzahlige Vektoren sind. Wenn man sich auf die Speicherung der t

ganzen Zahlenn1, . . . nt ∈ N und dert ganzzahligen Vektorenz1, . . . zt ∈ Z
s beschr̈ankt,

lassen sich Gitterpunkt-Formeln sehr speichereffizient darstellen.

Gitterpunkt-Formeln lassen sich nun danach klassifizieren, welcher minimale Wert vont ben̈o-
tigt wird, um die Gitterpunkt-Formel in der Form (8) darzustellen. Der Wert vont wird Rang
der Gitterpunkt-Formel genannt. Es ist leicht einzusehen,dasst alle Werte zwischen1 und s
annehmen kann. Die Produkt-Rechteck-Regel (5) ist ein Beispiel f ür eine Gitterpunkt-Formel
mit maximalem Rangs, während die Methode der guten Gitterpunkte (6) offensichtlich den
Rang1 hat.

In der Praxis kann es gelegentlich nützlich sein, die Integrationspunkte einer Gitterpunkt-Formel
zu verschieben, z.B., um zu gewährleisten, dass keine Integrationspunkte auf dem Rand des In-
tegrationsgebietes liegen. Für jedesc ∈ R

s erḧalt man so eineversetzte Gitterpunkt-Formel

Qcf =
1

N

N−1
∑

j=0

f({xj + c}) (9)

Hierbei bedeutet{x} = x − z ∈ Cs, wobeiz ein geeigneter ganzzahliger Vektor ist.
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1.4 Fehlerabscḧatzung für Gitterpunkt-Formeln

Um beurteilen zu k̈onnen, welches IntegrationsgitterL, also welche AbszissenmengeA(L), in
einer Gitterpunkt-Formel sinnvollerweise verwendet werden sollte, ist es erforderlich, den Feh-
ler der Gitterpunkt-Formel abzuschätzen. Nur so l̈asst sich feststellen, welches Integrationsgitter
besser als ein anderes ist.

Wenn der Integrandf hinreichend glatt ist, kann man ihn in seine Fourier-Reihe entwickeln:

f(x) =
∑

h∈Zs

f̂(h)e2πıh·x

wobeih · x das Skalarprodukt imRs bezeichnet und

f̂(h) =

∫

Cs

e−2πıh·xf(x)dx, h ∈ Z
s

Wendet man die Gitterpunkt-Formel (7) Term für Term auf die Fourier-Reihe vonf an, so erḧalt
man

Qf =
∑

h∈Zs

f̂(h)Qe2πıh·x

Es bleibt nun noch zu klären, welchen EffektQ auf e2πıh·x für alle h ∈ Z
s hat. Mit Hilfe

des zuQ dualen Gittersgibt es darauf eine einfache Antwort. Das duale GitterL⊥ zu einem
IntegrationsgitterL ist definiert als die Menge

L⊥ = {h ∈ R
s|h · x ∈ Z ∀x ∈ L}

Ein Beispiel f̈ur ein duales Gitter wird in Abbildung 3 dargestellt.

-10

-5

 0

 5

 10

-10 -5  0  5  10

Abbildung 3: Duales GitterL⊥ zum IntegrationsgitterL in Abbildung 2

Es gilt nun folgende Aussage für alleh ∈ Z
s:

Qe2πıh·x =

{

1 falls h ∈ L⊥

0 sonst
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Ein Beweis findet sich u.a. in auf Seite 26 in [SJ94].

Der Integrationsfehler einer Gitterpunkt-Formel (7) lässt sich wegenIf = f̂(0) nun recht ein-
fach beschreiben:

Qf − If =
∑

h∈L⊥\0

f̂(h) (10)

Für versetzte Gitterpunkt-Formeln (9) ist der Integrationsfehler

Qcf − If =
∑

h∈L⊥\0

e2πıh·cf̂(h)

Damit der VerfahrensfehlerQf − If möglichst klein wird, mussQ so konstruiert werden, dass
möglichst viele Basisfunktionene2πıh·x, deren Fourier-Koeffizient̂f(h) ,,groß” ist, auf Null ab-
gebildet werden. Ẅahrend es im eindimensionalen Fall möglich ist, in dieser Hinsicht optimale
Integrationsformeln zu bestimmen, stößt man im mehrdimensionalen Fall auf Schwierigkei-
ten, da das Abklingen mehrdimensionaler Fourier-Koeffizienten ein wesentlich komplizierter zu
charakterisierendes Verhalten aufweist. Bis heute ist dieses Problem noch nicht allgemeingültig
gelöst worden.

1.5 Kriterien f ür die Güte von Integrationsgittern

Im folgenden soll f̈ur Gitterpunkt-Formeln, die nach der Methode der guten Gitterpunkte kon-
struiert wurden, die also die Form (6) aufweisen, untersucht werden, auf welche Weise zur
Bestimmung der AbszissenmengeA(L) ein Vektorz, der in gewissem Sinne ,,gut” ist, gewählt
werden kann. Das Gitter muss so konstruiert werden, dass derIntegrationsfehler (10) ,,m̈oglichst
klein” ist. Damit ein Gitter f̈ur eine ganze Klasse von Integranden geeignet ist, müssen die
Fourier-Koeffizienten des Integranden ein - zumindest der Größenordnung nach - einheitliches
Abklingverhalten zeigen.

Für c > 0 und ein festesα > 1 sei Eα
s (c) die Klasse der Funktionenf , deren Fourier-

Koeffizienten der Ungleichung

|f̂(h)| ≤ c

(h̄1h̄2 · · · h̄s)α
(11)

gen̈ugen, wobeīh = max(1, |h|) ist. Die Funktionenr̈aumeEα
s (c) bezeichnet man alsKorobov-

Räume.

Das Abklingverhalten der Fourier-Koeffizienten einer Funktion hängt mit der Glattheit der
Funktion zusammen.Eα

s (c) ist also eine Klasse von Funktionen mit einer gewissen Glattheit.
Das folgende Ergebnis, das von Zaremba bewiesen wurde, liefert eine hinreichende Bedingung
dafür, dass eine Funktion Element vonEα

s (c) ist, wennα > 1 eine ganze Zahl ist:

Fallsα > 1 eine ganze Zahl ist undf eine eins-periodische Funktion aufR
s, deren

partielle Ableitungen

∂q1+···+qsf

∂xq1

1 · · · ∂xqs
s

, 0 ≤ qk ≤ α − 1, 1 ≤ k ≤ s

existieren und stetig aufCs sind, dann existiert einc > 0, so dassf ∈ Eα
s (c) gilt.

8



Für Funktionenf ∈ Eα
s (c) gibt es nun eine einfache Schranke für den Integrationsfehler. Es gilt

|Q(z, N)f − If | ≤ c
∑

h∈L⊥\0

1

(h̄1h̄2 · · · h̄s)α
(12)

Sei nunfα mit α > 1 definiert als

fα(x) :=
∑

h∈Zs

1

(h̄1h̄2 · · · h̄s)α
e2πıh·x

dann giltfα ∈ Eα
s (1) und Ifα = 1. Die Funktion ist die schlimmstm̈ogliche Funktion der

KlasseEα
s (1), denn f̈ur diese Funktion tritt in der Ungleichung (12) Gleichheit ein. Nun definiert

man

Pα(z, N) = Pα(Q(z, N)) :=
∑

h∈L⊥\0

1

(h̄1h̄2 · · · h̄s)α

Damit kann die Ungleichung (12) für Funktionenf ∈ Eα
s (c) geschrieben werden als

|Q(z, N)f − If | ≤ cPα(z, N) (13)

wobei Gleichheit f̈ur f = cfα gilt.

Pα(z, N) kann als Kriterium f̈ur die G̈ute eines Gitters herangezogen werden. In der prakti-
schen Anwendung wirdPα(z, N) als Integrationsfehler der Funktionfα berechnet. Nach obigen
Ausführungen gilt:

Pα(z, N) = Q(z, N)fα − 1,

wobei sich die Funktionfα als Produkt von Funktionen einer einzigen Variablen ausdrücken
lässt:

fα(x) =
s

∏

k=1

Fα(xk)

mit

Fα(x) =
∞

∑

−∞

e2πıhx

h̄α
= 1 +

∑

h 6=0

e2πıhx

|h|α

Normalerweise wirdα als gerade ganze Zahl gewählt, da in diesem FallFα mit Hilfe von
Bernoulli-Polynomen ausgedrückt werden kann:

Fα(x) = 1 − (−1)
α
2

(2π)αBα(x)

α!

Für die ersten drei geraden ganzzahligen Werte vonα ergibt sich explizit

F2(x) = 1 + 2π2(x2 − x +
1

6
)

F4(x) = 1 +
π4

45
(1 − 30x2(1 − x)2)

F6(x) = 1 +
2π6

945
(1 − 21x2 + 105x4 − 126x5 + 42x6)

Es kann gezeigt werden, dass sichFα(x) für α → ∞ der FunktionFα() → 1 + 2 cos 2πx
ann̈ahert. In Abbildung 4 werden die Graphen vonF2(x), F4(x), F6(x) und Fα=∞(x) darge-
stellt. Offensichtlich ist bereitsF6(x) eine sehr gute N̈aherung f̈ur die Grenzfunktion.
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Abbildung 4:F2(x), F4(x), F6(x) undF∞(x) auf [0, 1]

In Satz 12.4.6 in [̈Ube01] wird ein weiteres fundamentales, von Niederreiter bewiesenes Kon-
vergenzresultat angegeben:

Zu beliebig vorgegebenenα > 1 und Dimensions ≥ 2 existiert f̈ur jede ZahlN
eineN -punktige Gitterpunkt-FormelQN , so dass

Pα(QN) ≤ d(s, α)
(log N)c(s,α)

Nα
(14)

gilt, wobeic undd nur vons undα, nicht aber vonN abḧangen.

Daraus l̈asst sich ableiten, dass es für jede Dimensions eine Folge von Gitterpunkt-Formeln
{QN} gibt, für die das asymptotische Verhalten des Integrationsfehlers durch

|QNf − If | = O
(

(log N)c

Nα

)

für N → ∞

Wegen(log N)c = O(Nα) für N → ∞ ist die Konvergenzordnung der Gitterpunkt-Formeln
daher – zumindest theoretisch – nicht vomFluch der Dimensionbetroffen.

1.6 ,Gute’ Gitterpunkt-Formeln vom Rang 1

Für Gitterpunkt-Formeln vom Rang1 nannte Korobov die Komponenten eines Vektorsz opti-
male Koeffizienten, wenn f̈ur Funktionenf ∈ Es

α(c) die Ungleichung (13) erfüllt wird, wobei
für Pα(z, N) die Ungleichung (14) gilt. Eine Gitterpunkt-Formel solchen Typs bezeichnet man
mit Methode der guten Gitterpunkte. Der erste Beweis für die Existenz guter Gitterpunkte wur-
de von Korobov f̈ur den Fall, dassN eine Primzahl ist, geführt.

Für einen festen Wert vonα > 1 und gegebene Werte vonN und s kann man per Computer
einen Vektorz finden, derPα(z, N) minimiert. Aufgrund der Form einer Gitterpunkt-Formel
gen̈ugt es, wenn dabei jede Komponente vonz die Werte von1 bis N durchl̈auft. Insgesamt
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müssen also ḧochstensN s Möglichkeiten f̈ur die Wahl vonz auf Optimaliẗat überpr̈uft werden.
Für große Werte vonN unds ist allerdings der Aufwand dafür unvertretbar hoch. Aus diesem
Grund wird die Suche nach dem Optimum auf Vektorenz einer bestimmten Form beschränkt.
Die heute gebr̈auchlichste Form ist dieKorobov-Form

z(ℓ) = (1, ℓ, ℓ2 mod N, . . . , ℓs−1 mod N), 1 ≤ ℓ < N (15)

Bei dieser Wahl vonz müssen zur Bestimmung des Optimums nurN−1 verschiedene M̈oglich-
keiten untersucht werden. Unter Berücksichtigung der SymmetrieFα(x) = Fα(1 − x) für
x ∈ [0, 1] kann der Aufwand sogar noch halbiert werden, indem die Suchedes optimalenz(ℓ)
auf1 ≤ ℓ ≤

⌊

N
2

⌋

eingeschr̈ankt wird. In gleicher Weise kann eine vollständige Suche um etwa
den Faktor2s reduziert werden, indem jede Komponente aus dem Intervall0 ≤ zk ≤

⌊

N
2

⌋

geẅahlt wird.

Die Korobov-Formist sowohl aus theoretischen als auch aus praktischen Erwägungen eine gute
Wahl. Auch wenn die theoretischen Ergebnisse nur für den Fall, dassN eine Primzahl ist,
gelten, haben Praxistests gezeigt, dass diese Form auch für beliebigeN gut funktioniert.

Da selbst bei Verwendung von Generierungsvektoren derKorobov-Formder Aufwand zur Be-
stimmung optimaler Generierungsvektoren von der OrdnungO(N2) ist, ist es recht ineffizient,
die Generierungsvektoren stets aufs Neue zu berechnen. Daher wurden im Laufe der Jahre für
die unterschiedlichsten Konstellationen Tabellenwerke mit guten Gitterpunkt-Formeln erstellt.
So finden sich etwa in [CL01] und [CG03] gute Gitterpunkt-Formeln in 3 bis 6 Dimensionen.
Ein Konstruktionsverfahren für Gitterpunkt-Formeln mit Millionen von Punkten findet sich in
[DK03]. Auf verschiedenen Wegen wird versucht, die Bestimmung guter Gitterpunkt-Formeln
zu parallelisieren, wie etwa durch den Einsatz der SoftwarePVM (Parallel Virtual Machine)
[LZF94] oder sogar durch verteilte Berechnung im Internet [SM00].

1.7 Nicht-periodische Integranden

In den vorangehenden Ausführungen wurde der Integrandf stets als stetig, m̈oglichst glatt und
eins-periodisch in jeder Komponente vorausgesetzt. Im wahren Leben erf̈ullen die Integran-
denfunktionen in den seltensten Fällen alle diese Eigenschaften. Daher ist in der Regel eine
vorbereitende Transformation erforderlich, um den Integranden periodisch zu machen.

Zunächst soll der eindimensionale Fall betrachtet werden. Wendet man eine nichtlineare Trans-
formation der Formx = φ(t) an, wobeiφ das Intervall[0, 1] auf sich selbst abbildet, so ergibt
sich für das Integral einer in[0, 1] stetigen Funktionf :

If =

∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

0

f(φ(t))φ′(t)dt

Im s-dimensionalen Fall wird die Transformationφ einfach auf jede Komponente angewendet.
Damit ergibt sich mitx = (x1, . . . , xs) undt = (t1, . . . , ts)

If =

∫ 1

0

f(x1, . . . , xs)dx =

∫ 1

0

f(φ(t1), . . . , φ(ts))φ
′(t1) · · ·φ′(ts)dt

Es stellt sich nun die Frage, wie die Transformationφ geẅahlt werden sollte. Fordert man z.B.
φ′(0) = φ′(1) = 0, so verschwindet der Integrand für 0 bzw. 1 in jeder Komponente und hat
damit eine stetige periodische Fortsetzung. Das einfachste Polynom mit dieser Eigenschaft für
0 ≤ t ≤ 1 ist

φ(t) = 3t2 − 2t3 (16)
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mit der Ableitung
φ′(t) = 6t(1 − t)

Möchte man eine glattere periodische Fortsetzung erreichen, so muss man zusätzlichφ′′(0) =
φ′′(1) = 0 fordern. Das einfachste Polynom mit dieser Eigenschaft für 0 ≤ t ≤ 1 ist

φ(t) = t3(10 − 15t + 6t2) (17)

mit der Ableitung
φ′(t) = 30t2(1 − t)2

Für hinreichend glatte Funktionenf kann man ohne weiteres Transformationenφ höheren Gra-
des finden, bei denen weitere Ableitungen an den Rändern die Bedingungφ(k)(0) = φ(k)(1) =
0 erfüllen.

Eine weitere Klasse von Transformationen hat statt polynomialen trigonometrischen Charakter.
Die einfachste dieser Art hat die Gestalt

φ(t) = t − 1

2π
sin 2πt (18)

mit der Ableitung
φ′(t) = 1 − cos 2πt

Transformationen dieser Art sind deshalb besonders interessant, weil ihre Ableitungenφ′(t),
die ja einen wesentlichen Teil des Integranden ausmachen, trigonometrische Polynome sind,
die von Gitterpunkt-Formeln besonders gut integriert werden.
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2 Programmbeschreibung

Zur Untersuchung von Gitterpunkt-Integrationsformeln für die numerische Integration multiva-
riater Integrale wurden Module in der ProgrammierspracheJavaunter Verwendung desSun
Java Developer Kits Version 1.4.2entwickelt. Besonderer Wert wurde dabei darauf gelegt,
dass einerseits die numerischen Eigenschaften analysiertwerden konnten, andererseits das Pro-
grammpaket aber auch für den praktischen Einsatz einfach anzuwenden ist. In den nachfolgen-
den Abschnitten werden die allgemeinen Eigenschaften des Integrationsframeworks sowie die
implementierten Verfahren und die Struktur der Java-Packages und -Klassen beschrieben.

2.1 Integrationsframework

Für die numerische Integration ein- oder mehrdimensionalerIntegranden wird ein Rahmen be-
reitgestellt, in den unterschiedlichste Integrationsverfahren eingebunden werden können. Es
werden einheitliche Schnittstellen für die Steuerung der Integrationsverfahren sowie die Bereit-
stellung von Integrandenfunktionen definiert. Ein Integrationsverfahren berechnet dabei suk-
zessive N̈aherungswerte für das gesuchte Integral. Als Basisfunktionalität wird die Vorgabe
undÜberwachung verschiedener Terminierungskriterien bereitgestellt. Folgende Kriterien sind
derzeit verf̈ugbar:

Absolute Toleranz Unterschreitet die absolute Differenz zweier aufeinanderfolgender Inte-
gralwerte die vorgegebene absolute Toleranz, wird das Verfahren beendet und der zuletzt
berechnete Integralwert als Ergebnis bereitgestellt. Dieses Kriterium ist standardm̈aßig
deaktiviert. Durch Setzen eines Wertes> 0 wird das Kriterium aktiviert.

Relative Toleranz Sobald die relative Abweichung des zuletzt berechneten Integralswerts vom
vorherigen geringer als die vorgegebene relative Toleranzist, wird das Verfahren been-
det und der zuletzt berechnete Integralwert als Ergebnis bereitgestellt. Dieses Kriterium
ist standardm̈aßig aktiviert, wobei die relative Toleranz mit10−6 vorgegeben ist. Durch
Setzen eines Wertes≤ 0 kann das Kriterium deaktiviert werden.

Anzahl Integrandenauswertungen Mit Hilfe dieses Kriteriums kann die Gesamtanzahl der
Integrandenauswertungen begrenzt werden. Das Verfahren wird beendet, sobald die vor-
gegebene Anzahl̈uberschritten wurde. Standardmäßig ist dieses Kriterium deaktiviert.
Durch Setzen eines Wertes> 0 wird das Kriterium aktiviert.

Rechenzeit Mit Hilfe dieses Kriteriums kann die Rechenzeit des Verfahrens begrenzt werden.
Das Verfahren wird beendet, sobald die Rechenzeit die vorgegebene Zeitdauer̈uberschrit-
ten hat.

Mindestens eine der Terminierungsbedingungen muss spezifiziert werden, aber es ist auch
möglich, mehrere vorzugeben. Das Verfahren wird beendet, sobald mindestens eines der Krite-
rien erf̈ullt wird.

Als Ergebnis liefert ein Integrationsverfahren die Näherung des Integralwertes, eine Abschätzung
des Integrationsfehlers (soweit möglich), die Anzahl ben̈otigter Integrandenauswertungen, die
ben̈otigte Rechenzeit sowie eine Information darüber, welches Terminierungskriterium zur Be-
endigung des Verfahrens geführt hat.
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2.2 Implementierte Verfahren

Zwar lag der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit auf Gitterpunkt-Formeln nach derMethode
der guten Gitterpunkte, jedoch wurden zur besseren Einschätzung der Ergebnisse zwei weitere
Verfahren implementiert. Folgende Verfahren stehen damitim erstellten Programmpaket zur
Verfügung:

Methode der guten Gitterpunkte Mit Hilfe eines vorgegebenen Gittergenerierungsvektorsz
wird eine N̈aherung des Integrals nach der Formel

Qf =
1

N

N−1
∑

j=0

f

(

j

N
z
)

berechnet. Das Verfahren kann mit einer Periodisierungsfunktion parametrisiert werden,
die auf den Integranden angewendet wird. Für nicht-periodische Integranden lässt sich
dadurch vielfach ein besseres Integrationsergebnis erzielen.

Eingebettete Gitterpunkt-Formel Unter einer eingebetteten Gitterpunkt-Formel versteht man
eine Folge von Gitterpunkt-Formeln der Form

Qrf =
1

nrm

n−1
∑

kr=0

· · ·
n−1
∑

k1=0

m−1
∑

j=0

f

(

j

m
z +

(k1, . . . , kr, 0, . . . , 0)

n

)

für 0 ≤ r ≤ s wobein undm relativ prim sind undz ein ganzzahliger Vektor, dessen
Komponenten relativ prim zum sind. Dabei istQ0 eine Gitterpunkt-Formel vom Rang1
mit m Punkten undQr ist für 1 ≤ r ≤ s eine Gitterpunkt-Formel vom Rangr mit nrm
Punkten. Das Besondere an dieser Form ist, dass jede Gitterpunkt-FormelQr die Punkte
der vorangegangenen beibehält und eine gleiche Anzahl neuer Punkte hinzufügt. Einer
der Vorteile dieser Form ist, dass nur für Q0 ein optimaler Vektorz bestimmt werden
muss. DaQ0 nur m Punkte hat, ist der Rechenaufwand gegenüber einer FormelQs mit
nsm Punkten deutlich geringer. Ein weiterer Vorteil ist, dass der Integrationsfehler gut
abgescḧatzt werden kann. Implementiert wurde die in [SJ94] vorgeschlagene Version mit
n = 2.

Monte-Carlo-Methode Bei dieser Methode wird eine N̈aherung des Integralwerts bestimmt,
indem der Mittelwert des Integrals für N Zufallsvektorenx gebildet wird:

Qf =
1

N

N−1
∑

j=0

f(xj)

Alle Verfahren berechnen das Integral der Integrandenfunktion über dems-dimensionalen Ein-
heitsẅurfel Cs.

Für dieMethode der guten Gitterpunkteund dieeingebettete Gitterpunkt-Formelsollte der Ge-
nerierungsvektorz möglichst optimal geẅahlt werden. In den Auswertungsmodulen wird dies
nicht erzwungen, um die Wirkung ungünstiger Generierungsvektoren untersuchen zu können.
Im Integrationsframework wird jedoch stets eine Optimierung nach der Korobov-Form vorge-
schaltet, wobei der Parameterα aus der Menge{2, 4, 6} geẅahlt werden kann.
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2.3 Scḧatzung des Integrationsfehlers

In Abschnitt 1.4 auf Seite 7 wurden einige theoretische Betrachtungen̈uber die bei Gitterpunkt-
Formeln auftretenden Integrationsfehler gemacht. Allerdings taugen die dort erzielten Ergebnis-
se kaum f̈ur eine Fehlerabschätzung in der Praxis. Daher soll hier für die implementierten Ver-
fahren kurz skizziert werden, wie der Integrationsfehler in diesen F̈allen realistisch abgeschätzt
werden kann.

Im allgemeinen ist es für Gitterpunkt-Formeln vom Rang1 nicht möglich, brauchbare Schätzun-
gen f̈ur den Integrationsfehler zu erhalten, indem man die Berechnung mit einer wachsenden
Zahl von Gitterpunkten wiederholt, da der wahre Fehler in hohem Maße schwanken kann. Der
Grund daf̈ur ist, dass bei jedem Berechnungsschritt andere Gitterpunkte geẅahlt werden, die mit
denen, die im vorangegangenen Schritt verwendet wurden, nichts gemein haben. Eine mögli-
che Strategie, doch zu einer vernünftigen Fehlerabschätzung zu gelangen, basiert auf der An-
wendung der versetzten Gitterpunkt-Formel (9), wobei als Verschiebevektorc Zufallsvektoren
benutzt werden.

Für eine beliebige natürliche Zahlq und unabḧangigen Zufallsvektorenc1, . . . , cq, die aufCs

gleichverteilt sind, l̈asst sich ein Scḧatzwert f̈ur das Integral berechnen als

Q̄(z, N)f =
1

q

q
∑

k=1

Q(z, N, ck)f

Und damit kann auch eine Schätzung des Integrationsfehlers berechnet werden, indem man eine
Näherung f̈ur die Standardabweichung bestimmt als

σ =

√

√

√

√

√

q
∑

k=1

(Q(z, N, ck)f − Q̄(z, N)f)2

q(q − 1)

Für die Wahl vonq werden Werte zwischen3 und5 empfohlen. Der Nachteil dieser Methode
besteht darin, dass der Aufwand dasq-fache der normalen Auswertung der Gitterpunkt-Formel
betr̈agt. F̈ur das implementierte Verfahren nach derMethode der guten Gitterpunktekann die
Berechnung der Fehlerschätzung optional aktiviert werden.

Der Algorithmus zur Methode dereingebetteten Gitterpunkt-Formelentḧalt eine Berechnung
der Standardabweichung nach der Formel

σ =

√

√

√

√

s
∑

i=1

(Qsf − Q(i)f)2

s

wobei Qsf der abschließende Näherungswert f̈ur das Integral undQ(i)f die gen̈aherten Inte-
gralwerte f̈ur die Folge der eingebetteten Gitterpunkt-Formeln sind. Die Berechnung ben̈otigt
nur minimalen zus̈atzlichen Aufwand.

Bei der Monte-Carlo-Methode wird nacḧublichen statistischen Methoden die Standardabwei-
chung

σ =

√

√

√

√

√

N−1
∑

j=0

(Qf(xj) − Q̄f)2

N(N − 1)

berechnet, wobeīQf den Mittelwert der N̈aherungswerte darstellt.
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2.4 Package- und Klassenstruktur

Das Integrationsframework wurde als Java-Package realisiert. Die Package-Struktur ist in Ab-
bildung 5 dargestellt.

q1471341

mp1074

integration

test

lattice

Mathematisches Praktikum 1074

Integrationsframework

Gitterpunkt-Integrationsformeln

Testmodule

Student q1471341

Abbildung 5: Package-Struktur

Das Packageq1471341.mp1074.integration entḧalt alle derzeit vorhandenen Klassen
zur numerischen Berechnungs-dimensionaler Integrale mits ≥ 1. Neben den bereits imple-
mentierten VerfahrenGitterpunkt-Formel-IntegrationundMonte-Carlo-Integrationkönnen hier
zukünftig weitere Integrationsverfahren bereitgestellt werden, die die vorhandene Basisfunktio-
nalität nutzen k̈onnen. Im Unter-Packagelattice sind diejenigen Klassen angesiedelt, die zur
Auswertung von Gitterpunkt-Formeln benötigt werden.

Das Packageq1471341.mp1074.test entḧalt einen kleinen Testrahmen, mit dem die An-
wendung der Integrationsmodule demonstriert wird bzw. derzur Analyse der numerischen Ei-
genschaften dient.

Integrator

LatticeIntegrator

MonteCarloIntegrator IntegrationResult

IntegrationException

Integrand

LatticeRule

Trigonometric1Periodizer

Polynom1Periodizer

Polynom2Periodizer

Periodizer

Optimizer

IdentityPeriodizer

GoodLatticePointsRule

FAlpha

EmbeddedCopyRule

Abbildung 6: Klassendiagramm
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Die Klassenstruktur wird in Abbildung 6 auf der vorherigen Seite detaillierter dargestellt. Li-
nien mit Dreiecksspitzen symbolisieren dabei Vererbungsbeziehungen, Linien mit Rautenspit-
zen stehen f̈ur Aggregationsbeziehungen während gestrichelte Linien Assoziationsbeziehungen
ausdr̈ucken.

In den nachfolgenden Abschnitten werden die wichtigsten Klassen kurz dargestellt. Eine ausführ-
liche Beschreibung der Schnittstellen findet sich in der JavaDoc-Dokumentation.

2.4.1 KlasseIntegrator

Die KlasseIntegrator ist die abstrakte Basisklasse des Integrationsframework, die ins-
besondere Methoden für die Vorgabe und̈Uberwachung verschiedener Terminierungskriterien
bereitstellt. Integrandenfunktionen müssen von der abstrakten KlasseIntegrand abgeleitet
werden. Das Ergebnis einer Integration wird als Instanz derKlasseIntegrationResult
geliefert, damit neben dem Näherungswert f̈ur das Integral weitere Informationen bereitgestellt
werden k̈onnen. Falls die Integration nicht durchgeführt werden kann, weil beispielsweise kein
Terminierungskriterium spezifiziert wurde, so wird eineIntegrationException gewor-
fen.

Im Rahmen dieser Ausarbeitung wurden folgende beiden von derKlasseIntegrator abge-
leiteten Integrationsverfahren implementiert:

KlasseLatticeIntegrator steuert Integrationsverfahren, die auf Gitterpunkt-Formeln ba-
sieren. Die zu verwendende Gitterpunkt-Formel wird im Konstruktor spezifiziert.

KlasseMonteCarloIntegrator implementiert ein einfaches Monte-Carlo-Integrations-
verfahren.

2.4.2 KlasseLatticeRule

Die KlasseLatticeRule stellt die abstrakte Basisklasse aller Gitterpunkt-Formeln dar. Ins-
besondere werden Schnittstellenmethoden für die Parametrisierung mit einem Periodisierer so-
wie für die Abfrage des geschätzten Integrationsfehlers sowie der benötigten Anzahl von Inte-
grandenauswertungen bereitgestellt.

Folgende konkrete Implementierungen stehen zur Verfügung.

KlasseGoodLatticePointsRule realisiert dieMethode der guten Gitterpunkte.

KlasseEmbeddedCopyRule realisiert die Methode dereingebetteten Gitterpunkt-Formel.

2.4.3 KlasseOptimizer

Für die Optimierung der Generierungsvektorenz für Gitterpunkt-Formeln steht die Klasse
Optimizer zur Verfügung. Sie dient dazu, denjenigen Generierungsvektor der Korobov-Form
zu bestimmen, der die FunktionPα(z, N) (siehe Abschnitt 1.5 auf Seite 8) minimiert. Die
zur Berechnung vonPα(z, N) ben̈otigte Funktionfα wird durch die KlasseFAlpha, die von
der KlasseIntegrand abgeleitet ist, bereitgestellt. Für α können dabei Werte aus{2, 4, 6}
geẅahlt werden.
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2.4.4 KlassePeriodizer

Die KlassePeriodizer definiert ein Interface, das jede Klasse für die Periodisierung eines
nicht-periodischen Integranden implementieren muss. Jede Gitterpunkt-Formel l̈asst sich mit
einem Periodisierer parametrisieren.

Folgende konkrete Implementierungen stehen derzeit zur Verfügung:

KlasseIdentityPeriodizer realisiert die identische Abbildung

φ(t) = t

und l̈asst damit die Integrandenfunktion ungeändert. Mit Hilfe dieser Implementierung
kann eine Sonderbehandlung des Falles vermieden werden, wenn die Integrandenfunktion
bereits periodisch ist.

KlassePolynom1Periodizer realisiert die polynomische Periodisierungsfunktion

φ(t) = 3t2 − 2t3

KlassePolynom2Periodizer realisiert die polynomische Periodisierungsfunktion

φ(t) = t3(10 − 15t + 6t2)

KlasseTrigonometric1Periodizer realisiert die trigonometrische Periodisierungsfunk-
tion

φ(t) = t − 1

2π
sin 2πt

2.5 Anwendungsbeispiel

Im nachfolgenden Programmausschnitt wird gezeigt, wie dasIntegrationsframework angewen-
det werden kann. Zunächst ist der geẅunschte Integrand von der KlasseIntegrand abzu-
leiten. An der Stelle, an der das Integrationsresultat benötigt wird, ist der Integrand und der
Integrator zu instanziieren. Im Falle der Verwendung einerGitterpunkt-Formel ist diese ggf. in
geeigneter Weise zu initialisieren. Bei Bedarf kann der Integrator parametrisiert werden.

Weitere Einzelheiten k̈onnen der JavaDoc-Dokumentation entnommen werden.
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Listing 1: Anwendungsbeispiel

import q1471341 . mp1074 . i n t e g r a t i o n . I n t e g r a n d ;
import q1471341 . mp1074 . i n t e g r a t i o n . I n t e g r a t i o n R e s u l t ;
import q1471341 . mp1074 . i n t e g r a t i o n . L a t t i c e I n t e g r a t o r ;
import q1471341 . mp1074 . i n t e g r a t i o n . l a t t i c e . G o o d L a t t i c e P o i nt s R u l e ;
import q1471341 . mp1074 . i n t e g r a t i o n . l a t t i c e . Op t im ize r ;
import q1471341 . mp1074 . i n t e g r a t i o n . l a t t i c e . T r i g o n o m e t r i c 1 Pe r i o d i z e r ;

pub l i c c l a s s MyTestClass {

pub l i c c l a s s MyIntegrand ex tends I n t e g r a n d {
p r i v a t e s t a t i c i n t s ;
pub l i c MyIntegrand (i n t dim ) {

s = dim ;
}
pub l i c i n t d imens ion ( ) {

re turn s ;
}
pub l i c double e v a l u a t e (double [ ] x ) {

checkArgument ( x ) ;
double r e s u l t = /∗ . . . ∗ / ;
re turn r e s u l t ;

}
pub l i c S t r i n g t o S t r i n g ( ) {

re turn ” Func t i on d e s c r i p t i o n ” ;
}

}

pub l i c vo id myMethod ( ) {
/ / . . .
i n t s = /∗ . . . ∗ / ;
I n t e g r a n d myIn tegrand =new MyIntegrand ( s ) ;
Op t im ize r op t = new Opt im ize r ( ) ;
L a t t i c e R u l e r u l e =

new G o o d L a t t i c e P o i n t s R u l e (new T r i g o n o m e t r i c 1 P e r i o d i z e r ( ) ) ;
I n t e g r a t o r i n t e g r a t o r =new L a t t i c e I n t e g r a t o r ( r u l e , op t ) ;
I n t e g r a t i o n R e s u l t r e s u l t = i n t e g r a t o r . i n t e g r a t e ( myIn tegrand ) ;
double v a l u e = r e s u l t . ge tVa lue ( ) ;
double e r r o r = r e s u l t . g e t E s t i m a t e d E r r o r ( ) ;
/ / . . .

}
}
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3 Testergebnisse

In den nachfolgenden Abschnitten sollen die Ergebnisse zu den Untersuchungen der verschie-
denen Einflussgrößen dargestellt werden.

• Überpr̈ufung der korrekten Implementierung der Algorithmen

• Einfluss der Dimension des Integranden und der Ordnung der Gitterpunkt-Formel

• Einfluss der Wahl des Generierungsvektorsz

• Suche optimaler Gitterpunkte, Einfluss des Parametersα

• Spezialfall: Fibonacci-Gitterpunkt-Formeln

• Einfluss der Periodisierung bei nicht-periodischen Integranden

• Test mit den Genz-Integranden-Familien

3.1 Erster Funktionstest

Zur Überpr̈ufung der korrekten Implementierung wurde das6-dimensionale Integral mit dem
exakten Wert1 über die Integrandenfunktion

f2(x) =
6

∏

i=1

F2(xi)

wie in [JS93] mit der Methode der eingebetteten Gitterpunkt-Formel approximiert. Die Ergeb-
nisse sind in Tabelle 1 dargestellt. Die Resultate aus [JS93]konnten qualitativ reproduziert
werden, wobei generell kleinere Fehler zu verzeichnen waren. Dadurch, dass einerseits alle
Berechnungen mitdouble-Variablen durchgef̈uhrt wurden und andererseits die Optimierung
Symmetrieeigenschaften ausnutzt, stimmen die Generierungsvektoren nicht in allen F̈allenübe-
rein. In der ersten Spalte der Tabelle 1 ist die Anzahlm der Gitterpunkte angegeben, für die der
Generierungsvektorz optimiert wurde; die zweite Spalte entspricht der Ordnung des Verfah-
rens – also der Anzahl Integrandenauswertungen –; die dritte Spalte entḧalt den wahren Fehler
und die vierte Spalte den geschätzten Fehler; in der fünften Spalte ist die benötigte Rechenzeit
(inklusive der Optimierung des Generierungsvektors) in Sekunden angegeben; die sechste und
letzte Spalte zeigt den verwendeten Generierungsvektor.

Als nächstes wurde für dasselbe Integral die Methode der guten Gitterpunkte getestet, wobei die
Fehlerscḧatzung mittels Randomisierung aktiviert war. Das Ergebnis ist in Tabelle 2 dargestellt.
Die Bedeutung der Spalten ist – bis auf die zweite Spalte – identisch mit der in Tabelle 1. Die
Ordnungm wurde so geẅahlt, dass sich in jedem Fall die etwa gleiche Anzahl von Integran-
denauswertungen (Spalte 2) ergab wie für die Methode der eingebetteten Gitterpunkt-Formel.
Die wesentlich l̈angeren Rechenzeiten werden in erster Linie durch die Optimierung des Ge-
nerierungsvektors verursacht. Während der tats̈achliche Integrationsfehler mit den in Tabelle 1
bei etwa gleicher Ordnung auftretenden durchaus vergleichbar ist, f̈allt auf, dass die Vorhersage
des tats̈achlichen Fehler ḧaufig zu niedrig ausfällt. Um vertrauensẅurdigere Scḧatzungen zu
erhalten, wurde daher in späteren Tests die Fehlerschätzung mit dem Faktor2 versehen.
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m 26m Wahrer Fehler Geschätzter Fehler Rechenzeit [s] z
79 5056 0,004824 0,010419 0,000 (1,27,18,12,8,58)

157 10048 0,001968 0,004366 0,016 (1,18,10,23,100,73)

313 20032 0,000590 0,001588 0,031 (1,80,140,245,194,183)

619 39616 0,000269 0,000742 0,125 (1,102,500,242,543,295)

1249 79936 0,000094 0,000287 0,468 (1,364,102,907,412,88)

2503 160192 0,000033 0,000094 1,750 (1,253,1434,2370,1393,2009)

5003 320192 0,000011 0,000029 6,828 (1,162,1229,3981,4538,4718)

Tabelle 1: Eingebettete Gitterpunkt-Formel mit Fehlerschätzung

m 5 · m Wahrer Fehler Geschätzter Fehler Rechenzeit [s] z
1011 5055 0,002243 0,002165 0,344 (1,504,255,123,321,24)

2009 10045 0,000743 0,000521 1,172 (1,351,652,1835,1205,1065)

4006 20030 0,000252 0,000203 4,594 (1,1236,1410,150,1124,3188)

7923 39615 0,000233 0,000155 18,125 (1,2373,5799,6699,3189,1032)

15987 79935 0,000025 0,000011 73,360 (1,3526,10777,14590,14161,4285)

Tabelle 2: Methode der guten Gitterpunkte mit Fehlerschätzung

In Tabelle 3 sind die Ergebnisse aufgelistet, die ebenfallsmittels der Methode der guten Git-
terpunkte – jedoch ohne Fehlerschätzung – erzielt wurden. Es zeigt sich, dass der tatsächliche
Fehler gegen̈uber der Variante mit Fehlerschätzung deutlich gr̈oßer ist.

Schließlich wurde das Integral noch mittels einer Monte-Carlo-Methode approximiert. Die da-
bei erreichten Ergebnisse sind in Tabelle 4 aufgeführt. Gegen̈uber den anderen Integrationsme-
thoden f̈allt die deutlich geringere Konvergenzrate in Form entsprechend gr̈oßerer tats̈achlicher
Fehler auf. Nach den Betrachtungen in Abschnitt 1.2 ist dies allerdings wenig verwunderlich.
Der Integrationsfehler wird darüberhinaus ḧaufig unterscḧatzt.

Insgesamt belegt dieser Test, dass die Verfahren funktionsfähig implementiert wurden.

m Wahrer Fehler Rechenzeit [s] z
1011 0,037826 0,296 (1,504,255,123,321,24)

2009 0,009689 1,156 (1,351,652,1835,1205,1065)

4006 0,003028 4,609 (1,1236,1410,150,1124,3188)

7923 0,002314 18,031 (1,2373,5799,6699,3189,1032)

15987 0,000305 73,875 (1,3526,10777,14590,14161,4285)

Tabelle 3: Methode der guten Gitterpunkte ohne Fehlerschätzung
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m Wahrer Fehler Geschätzter Fehler Rechenzeit [s]

5056 0,003351 0,014976 0,015
10048 0,016612 0,010996 0,016
20032 0,012778 0,007694 0,063
39616 0,012070 0,005229 0,093
79936 0,000772 0,003765 0,172

160192 0,004873 0,002638 0,360
320192 0,001109 0,001894 0,703

Tabelle 4: Monte-Carlo-Methode mit Fehlerschätzung

3.2 Einfluss von Dimension und Ordnung

Zur Untersuchung des Einflusses der Dimension des Integranden und der Ordnung der Gitter-
punkt-Formel in Hinsicht auf den Integrationsfehler, wurde die Funktionfα für verschiedene
Dimensionen mit Gitterpunkt-Formeln unterschiedlicher Ordnung integriert.

In Abbildung 7 ist f̈ur Integranden der Dimensionen2 bis12 der Zusammenhang zwischen der
Genauigkeit und der Ordnung dargestellt. Mit kleinen Kreisen sind die Stellen markiert, für die
konkrete Rechnungen durchgeführt wurden.
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Abbildung 7: Genauigkeit abhängig von der Ordnung für verschiedene Dimensionen

Zum Vergleich sind f̈ur jede Dimension Linien mit Kreuzen eingezeichnet, die für eine vor-
gegebene Genauigkeit die erforderliche Ordnung markieren, wenn die Ordnungn exponentiell
mit der Dimension – alsons – ansteigen ẅurde. Es wird deutlich, dass die Gitterpunkt-Formeln
für höhere Dimensionen zwar auch eine stark anwachsende Ordnungfür eine gleichbleibende
Genauigkeit des Ergebnisses benötigen, aber derFluch der Dimensionschl̈agt zumindest nicht
mit voller Macht zu.

Da die Funktionfα in ihrer Klasse ja denschlimmsten Fallrepr̈asentiert, ist davon auszugehen,
dass dieses Verhalten erst recht für andere Integrandenf ∈ Es

α(c) zutrifft.
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3.3 Einfluss der Wahl des Generierungsvektors z

Um den Einfluss der Wahl des Generierungsvektors auf den Integrationsfehler züuberpr̈ufen,
wurde die zweidimensionale Funktionf(x, y) = yexy

e−2
, für dieIf = 1 gilt, mit einer Gitterpunkt-

Formel der OrdnungN = 53 integriert, wobei als Generierungsvektor in Korobov-Formz =
(1, ℓ) mit ℓ ∈ {1, 2, . . . , 52} verwendet wurde. Da es sich bei dem Integrandenf um eine
nicht-periodische Funktion handelt, wurde die implementierte trigonometrische Periodisierung
eingesetzt.

In Abbildung 8(a) werden die bestimmten Näherungen sowohl für den oben genannten Inte-
grandenf als auch f̈ur den Integrandenfα (mit α = 2) in Abhängigkeit vonℓ dargestellt. Der
Wert ℓ = 23, für den der Integrationsfehler für fα minimal wird, ist mit einem Pfeil markiert.
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Abbildung 8: Einfluss der Wahl des Generierungsvektorsz = (1, ℓ)

Abbildung 8(b) zeigt den tatsächlichen Integrationsfehler abhängig vonℓ. Für den ,optimalen’
Generierungsvektorz = (1, 23) ergibt sich im konkreten Fall zwar nicht das absolute Fehlermi-
nimum, aber die Abweichung ist mit weniger als einer Dezimalenäußerst gering.

Die Einschr̈ankung auf Generierungsvektoren in Korobov-Form liefert also nicht zwingend den
bestm̈oglichen Generierungsvektor, stellt aber hinsichtlich des Rechenaufwands zur Bestim-
mung guter Generierungsvektoren einen sinnvollen Kompromiss dar.

3.4 Suche optimaler Gitterpunkte, Einfluss des Parametersα

Um für eine Gitterpunkt-Formel der OrdnungN zur Integration einers-dimensionalen Funk-
tion den optimalen Generierungsvektorsz zu bestimmen, muss das Minimum vonPα(z, N)
bestimmt werden. Um den Rechenaufwand in Grenzen zu halten, wurde im Testprogramm die
OrdnungN = 2503 geẅahlt. F̈ur die Dimensionens ∈ {5, 10, 15, 20, 25, 50, 75} werden opti-
male Generierungsvektoren in Korobov-Form erzeugt, wobeider Parameterα über die imple-
mentierten Werte{2, 4, 6} variiert.

In Tabelle 5 zeigt sich, dass der Einfluss vonα gering zu sein scheint. Daher wird in der Praxis
in der Regel mitα = 2 gearbeitet.

Der Rechenaufwand für die Bestimmung optimaler Gitterpunkte ist ganz erheblich. Für die
praktische Anwendung ist es daher anzuraten, dass für die im geplanten Anwendungsgebiet
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relevanten Dimensionen und für die angestrebten Genauigkeiten erforderliche Ordnung der
Gitterpunkt-Formeln vorab Generierungsvektoren einmalig bestimmt werden.

s α z
5 2,4,6 ( 1, 705, 1431, 146, 307 )

10 2,4,6 ( 1, 540, 1252, 270, 626, 135, 313, 1319, 1408, 1911 )

15 2,4 ( 1, 842, 615, 2212, 272, 1251, 2082, 944, 1397, 2367, 626, 1462, 2031, 553, 68 )

15 6 ( 1, 433, 2267, 435, 630, 2466, 1500, 1223, 1426, 1720, 1369, 2069, 2306, 2304, 1438 )

20 2 ( 1, 485, 2446, 2391, 746, 1378, 29, 1550, 850, 1758 1610, 2417, 841, 2399, 2123, 922 1636, 9, 1862, 1990 )

20 4 ( 1, 501, 701, 781 813, 1827, 1732, 1694, 177, 1072 1430, 572, 1230, 492, 1198, 1981, 1293, 2019, 307, 1124 )

20 6 ( 1, 1249, 632, 923, 1447, 137, 909, 1482, 1301, 502 1248, 1886, 291, 524, 1193, 772, 573, 2322, 1704, 746 )

25 2 ( 1, 261, 540, 772, 1252, 1382, 270, 386, 626, 691, 135, 193, 313, 1597, 1319, 1348, 1408, 2050, 1911, 674,. . . )

25 4,6 ( 1, 517, 1971, 286, 185, 531, 1700, 347, 1686, 618, 1625, 1620, 1538, 1695, 265, 1843, 1691, 700, 1468,. . . )

50 2 ( 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 1593, 683, 1366, 229, 458, 916, 1832, 1161, 2322, 2141,. . . )

50 4,6 ( 1, 905, 544, 1732, 582, 1080, 1230, 1818, 819, 307, 2, 1810, 1088, 961, 1164, 2160, 2460, 1133, 1638, 614,. . . )

75 2,4,6 ( 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 1593, 683, 1366, 229, 458, 916, 1832, 1161, 2322, 2141,. . . )

Tabelle 5: Einfluss vonα

3.5 Spezialfall: Fibonacci-Gitterpunkt-Formeln

Auch wenn Gitterpunkt-Formeln für die Berechnung zweidimensionaler Integranden nicht un-
bedingt die erste Wahl sind, so gibt es in diesem speziellen Fall doch eine sehr einfache M̈oglich-
keit, zu optimalen Gitterpunkt-Formeln zu gelangen:

Bekanntlich sind die Fibonacci-Zahlen durch die Rekursionsformel

F1 = F2 = 1, Fk = Fk−1 + Fk−2 für k ≥ 3

definiert. F̈ur jede Fibonacci-ZahlFk mit k ≥ 3 gibt es nun eine optimale Gitterpunkt-Formel
der OrdnungFk

Qkf =
1

Fk

Fk−1
∑

j=0

f

({

j

Fk

(1, Fk−1)

})

In Tabelle 6 wird f̈ur die Fibonacci-Zahlen vonF3 bis F19 aufgelistet, welcher Fehler sich bei
der Integration der Funktionfα mit den Fibonacci-Gitterpunkt-Formeln und im Vergleich dazu
mit der jeweils ,optimalen’ Gitterpunkt-Formel ergibt. Die Unterschiede zwischen den beiden
Formeln liegen fast ausnahmslos im Bereich der Rechengenauigkeit, sind also vernachlässigbar.

Dass sich nicht exakt die gleichen Generierungsvektoren ergeben, liegt daran, dass bei der Be-
stimmung der optimalen Generierungsvektoren die Symmetrie ausgenutzt wird, so dass nur die
erste Ḧalfte der m̈oglichen Werte f̈ur ℓ untersucht wird. Tats̈achlich handelt es sich bei den
Generierungsvektoren der Fibonacci-Gitterpunkt-Formeln jeweils um den zu dem optimalen
Generierungsvektor symmetrischen Generierungsvektor.
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k F ibk z = (1, F ibk−1) Fehler z = (1, zopt) Fehler Differenz

3 2 (1, 1) 8,3402e-01 (1, 1) 8,3402e-01 0,0000e+00
4 3 (1, 2) 4,5836e-01 (1, 1) 4,5836e-01 0,0000e+00
5 5 (1, 3) 1,9156e-01 (1, 2) 1,9156e-01 -2,2204e-16
6 8 (1, 5) 8,6807e-02 (1, 3) 8,6807e-02 0,0000e+00
7 13 (1, 8) 3,7042e-02 (1, 5) 3,7042e-02 -2,2204e-16
8 21 (1, 13) 1,5866e-02 (1, 8) 1,5866e-02 2,2204e-16
9 34 (1, 21) 6,6763e-03 (1, 10) 8,2245e-03 -1,5483e-03

10 55 (1, 34) 2,7921e-03 (1, 21) 2,7921e-03 -4,4409e-16
11 89 (1, 55) 1,1578e-03 (1, 34) 1,1578e-03 -2,2204e-16
12 144 (1, 89) 4,7732e-04 (1, 55) 4,7732e-04 0,0000e+00
13 233 (1, 144) 1,9568e-04 (1, 89) 1,9568e-04 -1,5543e-15
14 377 (1, 233) 7,9854e-05 (1, 144) 7,9854e-05 -1,7764e-15
15 610 (1, 377) 3,2453e-05 (1, 233) 3,2453e-05 6,6613e-16
16 987 (1, 610) 1,3141e-05 (1, 377) 1,3141e-05 2,6645e-15
17 1597 (1, 987) 5,3041e-06 (1, 610) 5,3041e-06 -4,4409e-16
18 2584 (1,1597) 2,1347e-06 (1, 987) 2,1347e-06 1,1102e-15
19 4181 (1,2584) 8,5693e-07 (1,1597) 8,5693e-07 2,6645e-15

Tabelle 6: Fibonacci-Gitterpunkt-Formel

3.6 Einfluss der Periodisierung

Um den Einfluss der Periodisierung eines nicht-periodischen Integranden bei der Verwendung
von Gitterpunkt-Formeln zu untersuchen, wurde der Integrand f(x, y) = (e − 2)−1yexy auf 4
verschiedene Weisen integriert: einmal ohne Periodisierung und jeweils einmal unter Verwen-
dung zweier polynomialer und einer trigonometrischen Periodisierung. Zum Vergleich wurde
diese Vorgehensweise auch auf den bereits periodischen Integrandenf(x, y) = 1 angewandt.
Desweiteren wurde die Integration sowohl nach der Methode der guten Gitterpunkte als auch
der Methode der eingebetteten Gitterpunkt-Formel durchgeführt.

In Abbildung 9 und 10 ist zun̈achst anschaulich dargestellt, wie der Integrand durch diePeri-
odisierung ver̈andert wird.

In Abbildung 11 sind die Integrationsfehler in Abhängigkeit von der Ordnung der Gitterpunkt-
Formeln f̈ur jede verwendeten Periodisierung dargestellt. Die jeweils weiter links beginnenden
Linien der Linienpaare zu jeder Periodisierung gehören zu den Gitterpunkt-Formeln nach der
Methode der guten Gitterpunkte.

Für die Funktionf(x, y) = (e−2)−1yexy zeigt sich in Abbildung 11(a), dass die Periodisierung
entscheidenden Einfluss auf die erzielte Genauigkeit der Integrationsergebnisse hat. Schon eine
einfache polynomiale Periodisierung bringt bei steigender Ordnung einen um mehrere Zehner-
potenzen niedrigeren Integrationsfehler. Die Periodisierung mit einem Polynom ḧoheren Grades
liefert noch einmal deutlich bessere Resultate, die durch die trigonometrische Periodisierung
nur geringf̈ugig übertroffen werden.

Die Funktionf(x, y) = 1 wurde ohne Periodisierung mit beiden Gitterpunkt-Formeln– erwar-
tungsgem̈aß – exakt integriert. Bei Verwendung polynomialer Periodisierungen ergeben sich

25



 0
 0.5

 1
 1.5

 2
 2.5

 3
 3.5

 4

 0
 0.2

 0.4
 0.6

 0.8
 1

 0
 0.2

 0.4
 0.6

 0.8
 1

(a) φ(t) = t

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 0
 0.2

 0.4
 0.6

 0.8
 1

 0
 0.2

 0.4
 0.6

 0.8
 1

(b) φ(t) = 3t2 − 2t3

 0
 0.5

 1
 1.5

 2
 2.5

 3
 3.5

 4
 4.5

 5

 0
 0.2

 0.4
 0.6

 0.8
 1

 0
 0.2

 0.4
 0.6

 0.8
 1

(c) φ(t) = t3(10 − 15t + 6t2

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 0
 0.2

 0.4
 0.6

 0.8
 1

 0
 0.2

 0.4
 0.6

 0.8
 1

(d) φ(t) = t − 1

2π
sin 2πt

Abbildung 9: Periodisierung vonf(x, y) = (e − 2)−1yexy
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Abbildung 10: Periodisierung vonf(x, y) = 1
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bei Formeln kleiner Ordnung relativ große Fehler, während bei der trigonometrischen Periodi-
sierung die Integrationsfehler durchgängig im Bereich der Rechengenauigkeit liegen.
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Abbildung 11: Einfluss der Periodisierung auf den Integrationsfehler

Die Ergebnisse machen deutlich, dass es sehr zu empfehlen ist nicht-periodische Integranden zu
periodisieren. Trigonometrischen Periodisierungen sollte dabei in der Regel der Vorzug gegeben
werden, da die Gitterpunkt-Integrationsformeln ja geradefür solche Funktionsklassen ausgelegt
sind.

3.7 Test mit den Genz-Integranden-Familien

Ende der 80er Jahre wurde für den Untersuchung mehrdimensionaler Integrationsverfahren von
Genz [Gen84, Gen87] ein Testpaket entwickelt, auf das in vielen Literaturquellen verwiesen
wird. Daher wurden auch die hier implementierten Methoden anhand der dort beschriebenen
Integranden getestet. Das Testpaket von Genz basiert auf einer Gruppe von sechs Familien von
Integranden-Funktionen. Jede dieser Familien wird mit einem eigenen Namen bezeichnet:

1. OSZILLATORISCH f (1) = cos (2πw1 +
s

∑

i=1

cixi)

2. PRODUKT-HÖCHSTWERT f (2) =
s
∏

i=1

(c−2
i + (xi − wi)

2)−1

3. ECKEN-HÖCHSTWERT f (3) =

(

1 +
s

∑

i=1

cixi

)−(s+1)

4. NORMALVERTEILT f (4) = exp

(

−
s

∑

i=1

c2
i (xi − wi)

2

)

5. KONTINUIERLICH f (5) = exp

(

−
s

∑

i=1

ci|xi − wi|
)

6. DISKONTINUIERLICH f (6) =







0 für x1 > w1 oderx2 > w2

exp

(

s
∑

i=1

cixi

)

sonst

In Abbildung 12 wird f̈ur jede Familie exemplarisch ein Beispiel in zwei Dimensionen darge-
stellt. Zur Vereinfachung des Testverfahrens werden alle Integranden in der Weise normiert,
dass das jeweilige Integralüber den Einheitsẅurfel Cs den Wert1 hat. Unterschiedliche Testin-
tegrale werden gewonnen, indem die Parameterc = (c1, . . . , cs) undw = (w1, . . . , ws) variiert

27



 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0
 0.2

 0.4
 0.6

 0.8
 1

-0.4
-0.2

 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8

 1

g1(x,y)

(a) Familie 1: oszillatorisch

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0
 0.2

 0.4
 0.6

 0.8
 1

 0.15
 0.2

 0.25
 0.3

 0.35
 0.4

 0.45
 0.5

g2(x,y)

(b) Familie 2: Produkt-Ḧochstwert
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(c) Familie 3: Ecken-Ḧochstwert
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(d) Familie 4: normalverteilt
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(e) Familie 5: kontinuierlich
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(f) Familie 6: diskontinuierlich

Abbildung 12: Beispiele f̈ur die Genz-Integranden-Familien

werden, wobei die Komponenten vonw gleichverteilt aus dem Intervall[0, 1] geẅahlt werden.
Die Schwierigkeitdes Problems wird durch den Vektorc beeinflusst: je gr̈oßer die euklidische
Norm‖c‖ ist, desto schwieriger ist das Integral. Wennh die vorgegebene Schwierigkeit des In-
tegrals ist, wird der Vektorc bestimmt alsc = γc′, wobei die Komponenten vonc′ gleichverteilt

aus dem Intervall[0, 1] geẅahlt werden undγ = h/
s

∑

i=1

c′i gesetzt wird.

Da Gitterpunkt-Integrationsformeln̈ublicherweise nur dann gut funktionieren, wenn der Inte-
grand periodisch ist, wird in den Tests stets die vorgestellte trigonometrische Periodisierung
des Integranden durchgeführt. Um den Rechenaufwand zu begrenzen, wurden die optimalen
Generierungsvektoren für die Gitterpunkt-Formeln etwa der Ordnung 5.000 bzw. 10.000 vor-
ab bestimmt. Das Programm erlaubt es, höhere Ordnungen bis zu etwa 80.000 zu spezifizie-
ren, verwendet diese allerdings nur für die Methode der eingebetteten Gitterpunkt-Formeln.
Für Integranden-Dimensionen von 2 bis 10 werden jeweils 20 Integrale mit Hilfe der Methode
der guten Gitterpunkte, der Methode der eingebetteten Gitterpunkt-Formeln sowie der Monte-
Carlo-Methode berechnet und der durchschnittliche tatsächliche Integrationsfehler bestimmt.

In Abbildung 13 werden die Ergebnisse grafisch dargestellt.Erwartungsgem̈aß schneidet das
Monte-Carlo-Verfahren durchgängig f̈ur alle Integrandenfamilien recht schlecht ab. Interessant
ist allerdings, dass die erzielte Genauigkeit von der Dimension des Integranden faktisch un-
abḧangig ist. Mit Ausnahme der diskontinuierlichen Integrandenfamilie liefern die Gitterpunkt-
Formeln insbesondere bei niedrigen Dimensionen der Integranden beachtlich gute Ergebnisse.
Für höhere Dimensionen verschlechtern sich die Ergebnisse zwardeutlich, fallen aber – zumin-
dest bei den untersuchten Dimensionen – in der Regel immer noch etwas g̈unstiger aus als die
der Monte-Carlo-Methode. Das Verhalten der Gitterpunkt-Formeln nach der Methode der guten
Gitterpunkte und der nach der Methode der eingebetteten Gitterpunkt-Formel ist im Wesentli-
chen vergleichbar. F̈ur höhere Dimensionen scheint die Methode der eingebetteten Gitterpunkt-
Formel etwas g̈unstiger zu sein. Wenig verwunderlich ist, dass faktisch alle Verfahren f̈ur die
diskontinuierliche Integrandenfamilie sehr schlechte Resultate liefern.
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(b) Familie 2: Produkt-Ḧochstwert
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(c) Familie 3: Ecken-Ḧochstwert
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(d) Familie 4: normalverteilt
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(e) Familie 5: kontinuierlich
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Abbildung 13: Integrationsfehler in Abhängigkeit von der Dimension des Integranden
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4 Zusammenfassung

In dieser Ausarbeitung wurden die mathematischen Grundlagen von Gitterpunkt-Integrations-
formeln dargelegt sowie praktische Tests mit Hilfe von in der Programmiersprache Java ent-
wickelter Algorithmen durchgeführt. Es hat sich gezeigt, dass die Gitterpunkt-Formeln für die
numerische multivariate Integration ein geeignetes Instrument darstellen, da sie gegenüber klas-
sischen Verfahren eine akzeptable Konvergenz aufweisen. Für nicht-periodische Integranden ist
der Einsatz eines geeigneten Periodisierers allerdings nahezu unerl̈asslich.

Für den praktischen Einsatz zur Integration hochdimensionaler Integranden ist vor allem die
Methode der eingebetteten Gitterpunkt-Formel prädestiniert, da die Ordnung des Verfahrens
N = 2sm ist, aber nur ein g̈unstiger Generierungsvektors zur Ordnungm bestimmt werden
muss. Verfahren nach der Methode der guten Gitterpunkte erfordern f̈ur die gleiche Verfah-
rensordnungN einen erheblich ḧoheren Aufwand f̈ur die Bestimmung des Generierungsvek-
tors. Zumindest f̈ur die getesteten Integranden hat die Methode der guten Gitterpunkte keine
entscheidenden Vorteile gegenüber der Methode der eingebetteten Gitterpunkt-Formel für sich
verbuchen k̈onnen. Um festzustellen, ob dies nicht nur ein zufälliges Resultat ist, m̈ussten aller-
dings weitergehende Untersuchungen angestellt werden.

In speziellen Einsatzgebieten, in denen etwa tiefergehende Informationen̈uber die zu integrie-
rende Funktion vorhanden sind, dürften allerdings Verfahren wie etwa die Dünngitter-Methoden
vorteilhafter sein, da sie sich der Problemstellunge besser anpassen lassen.
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